高 考 数学 计 算 题 预 测60题

         命题人:张梁
1．（本小题满分16分）
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下述数阵称为“森德拉姆筛”，记为S．其特点是每行每列都是等差数列，第i行第j列的数记为
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Aij.
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1     4     7     10    13    …
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4     8     12    16    20    …
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7     12    17    22    27    …
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10    16    22    28    34    …

[image: image7.jpg]AL REFMREHHE

vww. ksbu. con



13    20    27    34    41    …
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…   …   …   …
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（1）证明：存在常数[image: image10.wmf]*
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Î

N

，对任意正整数i、j，[image: image11.wmf]ij

AC

+

总是合数；
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（2）设 S中主对角线上的数1，8，17，28，41，…组成数列[image: image13.wmf]{

}

n

b

. 试证不存在正整数k和m

[image: image14.jpg]AL REFMREHHE

vww. ksbu. con



[image: image15.wmf](1)

km

<<

，使得[image: image16.wmf]1
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，

成等比数列；
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（3）对于（2）中的数列[image: image18.wmf]{

}

n

b

，是否存在正整数p和r [image: image19.wmf](1150)

rp

<<<

，使得[image: image20.wmf]1

rp
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，

，

成等差
数列．若存在，写出[image: image21.wmf]pr

，

的一组解（不必写出推理过程）；若不存在，请说明理由．
2．（本小题满分16分）

如果对任意一个三角形，只要它的三边长a，b，c都在函数f(x)的定义域内，就有f(a)，f(b)，f(c)也是某个三角形的三边长，则称f(x)为“保三角形函数”. 
[image: image289.png]


（1）判断下列函数是不是“保三角形函数”，并证明你的结论：

[image: image290.png]


①  f(x)＝  eq \r(x)；    ②  g(x)＝sinx (x∈(0，π)). 

（2）若函数h(x)＝lnx (x∈［M，＋∞］)是保三角形函数，求M的最小值.

3．（本小题满分12分）


已知球O的半径为1，P、A、B、C四点都在球面上，
[image: image22.wmf]^

PA

面ABC，AB=AC，
[image: image23.wmf]°
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Ð
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BAC

。

   （I）证明：BA
[image: image24.wmf]^

面PAC；

   （II）若
[image: image25.wmf]2

=

AP

，求二面角O—AC—B的大小。

4．（本小题12分）


某射手向一个气球射击，假定各次射击是相互独立的，且每次射击击破气球的概率均为
[image: image26.wmf]4

1

。

   （I）若该射手共射击三次，求第三次射击才将球击破的概率；

   （II）给出两种积分方案：

        方案甲：提供三次射击机会和一张700点的积分卡，若未击中的次数为
[image: image27.wmf]x

，则扣除积分128
[image: image28.wmf]x

点。


方案乙：提供四次射击机会和一张1000点的积分卡，若未击中的次数为
[image: image29.wmf]x

，则扣除积分256
[image: image30.wmf]x

点。


在执行上述两种方案时规定：若将球击破，则射击停止；若未击破，则继续射击直至用完规定的射击次数。


问：该射手应选择哪种方案才能使积分卡剩余点数最多，并说明理由。

5．（本小题满分12分）


已知抛物线的顶点在坐标原点O，焦点F在x正半轴上，倾斜角为锐角的直线
[image: image31.wmf]l

过F点。设直线
[image: image32.wmf]l

与抛物线交于A、B两点，与抛物线的准线交于M点，
[image: image33.wmf].
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   （I）若
[image: image34.wmf]1
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l

，求直线
[image: image35.wmf]l

的斜率；

   （II）若点A、B在x轴上的射影分别为A1、B1，且
[image: image36.wmf]|
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成等差数列，求
[image: image37.wmf]l

的值。
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6．（本小题12分）

    已知函数
[image: image38.wmf]}
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   （I）设
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   （II）证明：
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   （III）记
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7．（本小题满分13分）

如图，在椭圆
[image: image43.wmf])
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中，F1，F2分别为椭圆的左、右焦点，B、D分别为椭圆的左、右顶点，A为椭圆在第一象限内的任意一点，直线AF1交椭圆于另一点C，交y轴于点E，且点F1、F2三等分线段BD。

   （I）求a的值；

   （II）若四边形EBCF2为平行四边形，求点C的坐标。
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   （III）设
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8．（本小题满分14分）

        已知
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   （I）求l的方程；

   （II）若切线l与曲线
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有且只有一个公共点，求a的值；

   （III）证明：对于任意的
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 的单调递减区间的长度的取值范围。（区间
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9、(广东省佛山市三水中学2009届高三上学期期中考试)当[image: image50.wmf]n

为正整数时，区间[image: image51.wmf](,1)
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的正整数[image: image65.wmf]k
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10、（2009厦门一中）已知椭圆[image: image74.wmf]1
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两焦点分别为F1、F2、P是椭圆在第一象限弧上一点，并满足[image: image75.wmf]1
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，过P作倾斜角互补的两条直线PA、PB分别交椭圆于A、B两点
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   （1）求P点坐标；

   （2）求证直线AB的斜率为定值；

   （3）求△PAB面积的最大值。

参考答案:1．（本小题满分16分）

下述数阵称为“森德拉姆筛”，记为S．其特点是每行每列都是等差数列，第i行第j列的数记为
Aij.

1     4     7     10    13    …

4     8     12    16    20    …

7     12    17    22    27    …

10    16    22    28    34    …

13    20    27    34    41    …

…   …   …   …

（1）证明：存在常数[image: image76.wmf]*

C

Î

N

，对任意正整数i、j，[image: image77.wmf]ij
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+

总是合数；

（2）设 S中主对角线上的数1，8，17，28，41，…组成数列[image: image78.wmf]{

}

n

b

. 试证不存在正整数k和m

[image: image79.wmf](1)

km

<<

，使得[image: image80.wmf]1
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bbb

，

，

成等比数列；
（3）对于（2）中的数列[image: image81.wmf]{

}

n

b

，是否存在正整数p和r [image: image82.wmf](1150)

rp

<<<

，使得[image: image83.wmf]1

rp

bbb

，

，

成等差
数列．若存在，写出[image: image84.wmf]pr

，

的一组解（不必写出推理过程）；若不存在，请说明理由．
       （1）【证明】因为第一行数组成的数列{A1j}(j=1,2，…)是以1为首项，公差为3的等差数列，

所以A1 j＝1+(j－1)×3＝3 j－2，

第二行数组成的数列{A2j}(j＝1,2，…)是以4为首项，公差为4的等差数列，

所以A2 j＝4+(j－1)×4＝4 j．                             ………………………2分
所以A2 j－A1 j＝4 j－(3 j－2)＝j＋2，
所以第j列数组成的数列{ Aij}(i＝1,2，…)是以3 j－2为首项，公差为 j＋2的等差数列，

所以Aij＝3 j－2＋(i－1) ×(j＋2) ＝ij＋2i＋2j－4

＝(i＋3) (j＋2) 8．                                  ……………5分

故Aij＋8=(i＋3) (j＋2)是合数．
所以当[image: image85.wmf]C

＝8时，对任意正整数i、j，[image: image86.wmf]ij

AC
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总是合数      ………………………6分

（2）【证明】(反证法)假设存在k、m，[image: image87.wmf]1
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<<

，使得[image: image88.wmf]1
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bbb

，

，

成等比数列，
即[image: image89.wmf]2
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bbb

=

，

                                            ………………………7分

∵bn＝Ann ＝(n+2)2－4
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又∵[image: image93.wmf]1
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<<

，且k、m∈N，∴k≥2、m≥3，[image: image94.wmf]2

(2)(2)8516813
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∴[image: image95.wmf]2
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，这与[image: image96.wmf]2

(2)(2)8
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∈Z矛盾，所以不存在正整数k和m[image: image97.wmf](1)

km

<<

，使得[image: image98.wmf]1

km

bbb

，

，

成等比数列．……………………12分
（3）【解】假设存在满足条件的[image: image99.wmf]pr

，

，那么[image: image100.wmf]22

2(44)1(44)

rrpp

+-=++-

，


即[image: image101.wmf]2(5)(1)(5)(1)
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+-=+-

.                                  …………………… 14分

不妨令[image: image102.wmf]51
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 得[image: image103.wmf]13
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所以存在[image: image104.wmf]1319
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==

，

使得[image: image105.wmf]1

rp
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，

，

成等差数列．                 …………………… 16分
（注：第（3）问中数组[image: image106.wmf]()

rp

，

不唯一，例如[image: image107.wmf](85,121)

也可以）

2．（本小题满分16分）

如果对任意一个三角形，只要它的三边长a，b，c都在函数f(x)的定义域内，就有f(a)，f(b)，f(c)也是某个三角形的三边长，则称f(x)为“保三角形函数”. 
（1）判断下列函数是不是“保三角形函数”，并证明你的结论：

①  f(x)＝  eq \r(x)；    ②  g(x)＝sinx (x∈(0，π)). 

（2）若函数h(x)＝lnx (x∈［M，＋∞))是保三角形函数，求M的最小值.

（1）【答】f(x)＝  eq \r(x)是保三角形函数，g(x)＝sinx (x∈(0，π))不是保三角形函数.

【证明】①  f(x)＝  eq \r(x)是保三角形函数. 

对任意一个三角形的三边长a，b，c，则a＋b＞c，b＋c＞a，c＋a＞b，
f(a)＝  eq \r(a)，f(b)＝  eq \r(b)，f(c)＝  eq \r(c). 

因为( eq \r(a)＋ eq \r(b))2＝a＋2 eq \r(ab)＋b＞c＋2 eq \r(ab)＞( eq \r(c))2，所以 eq \r(a)＋ eq \r(b)＞ eq \r(c).

同理可以证明： eq \r(b)＋ eq \r(c)＞ eq \r(a)， eq \r(c)＋ eq \r(a)＞ eq \r(b). 

所以f(a)、f(b)、f(c)也是某个三角形的三边长，故 f(x)＝  eq \r(x)是保三角形函数. ………………4分
②g(x)＝sinx (x∈(0，π))不是保三角形函数. 取[image: image108.wmf](
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，显然这三个数能作为一个

三角形的三条边的长. 而sin[image: image109.wmf]π

2

＝1，sin[image: image110.wmf]5

π

6

＝ eq \f(1,2)，不能作为一个三角形的三边长. 

所以g(x)＝sinx (x∈(0，π))不是保三角形函数.                     ………………………8分
(2)【解】M的最小值为2.                                      …………………… 10分
(i)首先证明当M≥2时，函数h(x)＝lnx (x∈［M，＋∞))是保三角形函数. 

对任意一个三角形三边长a，b，c∈［M，＋∞)，且a＋b＞c，b＋c＞a，c＋a＞b，

则h(a)＝lna，h(b)＝lnb，h(c)＝lnc.

因为a≥2，b≥2，a＋b＞c，所以(a－1)(b－1)≥1，所以ab≥a＋b＞c，所以lnab＞lnc，

即lna＋lnb＞lnc.

同理可证明lnb＋lnc＞lna，lnc＋lna＞lnb.

所以lna，lnb，lnc是一个三角形的三边长. 

故函数h(x)＝lnx (x∈［M，＋∞)，M≥2)，是保三角形函数.         …………………… 13分
(ii)其次证明当0<M＜2时，h(x)＝lnx (x∈［M，＋∞))不是保三角形函数. 

当0<M＜2时，取三个数M，M，M2∈［M，＋∞)，

因为0＜M＜2，所以M＋M＝2M＞M2，所以M，M，M2是某个三角形的三条边长，

而lnM＋lnM＝2lnM＝lnM2，所以lnM，lnM，lnM2不能为某个三角形的三边长，

所以h(x)＝lnx 不是保三角形函数.                                                 

所以，当M＜2时，h(x)＝lnx (x∈［M，＋∞))不是保三角形函数. 

综上所述：M的最小值为2.                                     …………………… 16分
3．（本小题满分12分）

   （I）证明：
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   （II）方法一


解：过O作
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则O1是ABC截面圆的圆心，且BC是直径，


过O作
[image: image117.wmf]PA
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连结O1A，则四边形MAO1O为矩形，
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所以二面角O—AC—B的大小为
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方法二


解：以A为坐标原点建立空间直角坐标系
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设面OAC的法向量为
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所以二面角O—AC—B的大小为
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4．（本小题满分12分）
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   （II）解：对于方案甲，积分卡剩余点数
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由已知可得
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对于方案乙，积分卡剩余点数
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由已知可得
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所以选择方案甲积分卡剩余点数最多     12分

5．（本小题满分12分）


解：依题意设抛物线方程为
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因为
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故点B的坐标为
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所以直线
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6．（本小题满分12分）
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   （II）用数学归纳法证明：
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   （III）证明：由（II）
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7．解：（I）∵F1，F2三等份BD，
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   （II）由（I）知
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   （III）依题意直线AC的斜率存在，
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（2）由题意知，两直线PA、PB的斜率必存在，

设PB的斜率为[image: image281.wmf])
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（3）设AB的直线方程：[image: image284.wmf]m

x

y

+

=

2


[image: image285.wmf]0

4

2

2

4

,

1

4

2

2

2

2

2

2

=

-

+

+

ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

m

mx

x

y

x

m

x

y

得

由


[image: image286.wmf]2

2

2

2

,

0

)

4

(

16

)

2

2

(

2

2

<

<

-

>

-

-

=

D

m

m

m

得

由


P到AB的距离为[image: image287.wmf]3
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