	

	



函数与方程习题

1.下列函数中有2个零点的是    (    )
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5.已知
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6.设函数
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，则函数
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7.已知关于x的一元二次方程2x2+px+15=0有一个零点是-3，则另一个零点是____________

8.函数y=-x2+8x-16在区间[3,5]上零点个数是__________

9.已知f(x)的图象是连续不断的，有如下的x与f(x)的对应值表：
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	f(x)
	6.36
	3.23
	-1.76
	-10.0
	21.6
	131


则函数f(x)存在零点的区间是____________

10.求证：方程5x2-7x-1=0的根在一个在区间（-1,0）上，另一个在区间(1,2)上。
11.已知函数f(x)=2(m-1)x2-4mx+2m-1

（1）m为何值时，函数的图象与x轴有两个不同的交点；
（2）如果函数的一个零点在原点，求m的值。
一、复习策略
　　函数思想是一种通过构造函数从而应用函数图象、性质解题的思想方法，即用运动变化的思想观点，分析和研究具体问题中的数量关系，通过函数的形式把这种数量关系表示出来，并加以研究其内在的联系，使问题获解．应用函数思想解题的基础是：常见函数的单调性、奇偶性、周期性、最值和图象变换等；熟练掌握一次函数、二次函数、指对数函数等具体特征；应用函数思想解题的关键是：善于观察题目的结构特征，揭示内在联系，挖掘隐含条件，从而恰当地构造函数和利用函数性质去解题．

　　方程思想是若干变量关系是通过解析式表示的，则可以把解析式看成一个等式，然后通过方程的讨论从而使问题获解．许多问题中含有常量、变量和参量，可以通过适当方式，运用方程的观点去观察、深入分析问题的结构特点，抓住某一个关键变量，构造出这种等式来处理．两种思想方法是相辅相成的，有关方程、不等式、最值等问题，利用函数、方程观点加以分析，常可以使问题“明朗化”，从而易于找到适当解题途径．

　　历年的高考试题中，每年都有一些设问新颖的函数与方程题目，而且占有相当的比重，一些常见的解题规律和方法在这里得到比较充分的体现．

二、典例剖析
题型一　根据等式的特点，构建方程

例1．设[image: image49.png]


是方程[image: image50.png]x* teotGrx—csc &




的两个不等实根，那么过点[image: image51.png]Ala,a®)



和[image: image52.png]B(b,bY)



的直线与圆[image: image53.png]


的位置关系是（　）

A．相离　　　　　　　　　　　B．相切

C．相交　　　　　　　　　　　D．随[image: image54.png]


的值而变化

分析：
　　判断直线与圆的位置关系，即判断圆心到直线的距离与圆的半径的关系．

解：
　　由题意，得[image: image55.png]a* +cotf-a—cscd=0
B 4cot@b-cscd




，即[image: image56.png]&*sin §+c0s8 a-1=0
b sin@+cosd h-1=0




，

　　因此[image: image57.png]Ala,a®)



和[image: image58.png]B(b,bY)



都在直线[image: image59.png]ysin@+cosd x—



上，∴原点到该直线的距离[image: image60.png]‘0 sin8+0 coss—l‘



，∴过[image: image61.png]


的直线与单位圆相切．

点评：
　　本题的关键之处在于求出过[image: image62.png]


两点的直线方程，这里是从方程的形式中观察出的，灵活运用函数与方程的思想，通过“设而不求”而得出的．

例2．对于函数f(x)，若存在x0∈R，使f(x0)=x0成立，则称x0为f(x)的不动点.已知函数f(x)=ax2＋(b＋1)x＋(b－1)(a≠0)．

　　（1）若a=1，b=－2时，求f(x)的不动点；

　　（2）若对任意实数b，函数f(x)恒有两个相异的不动点，求a的取值范围；

　　（3）在（2）的条件下，若y=f(x)图象上A、B两点的横坐标是函数f(x)的不动点，且A、B关于直线y=kx＋[image: image63.png]22 +1



对称，求b的最小值．

解：
　　（1）当a=1，b=－2时，f(x)=x2－x－3，

由题意可知x=x2－x－3，得x1=－1，x2=3．

故当a=1，b=－2时，f(x)的两个不动点为－1，3．

（2）∵f(x)=ax2＋(b＋1)x＋(b－1)(a≠0)恒有两个不动点，

∴x=ax2＋(b＋1)x＋(b－1)，

即ax2＋bx＋(b－1)=0恒有两相异实根．

∴Δ=b2－4ab＋4a＞0(b∈R)恒成立．

于是Δ′=(4a)2－16a＜0解得0＜a＜1．

故当b∈R，f(x)恒有两个相异的不动点时，0＜a＜1.

（3）由题意A、B两点应在直线y=x上，设A(x1，x1)，B(x2，x2)．

又∵A、B关于y=kx＋[image: image64.png]22 +1



对称．

∴k=－1. 设AB的中点为M(x′，y′)．

∵x1，x2是方程ax2＋bx＋(b－1)=0的两个根．

∴x′=y′=[image: image65.png]


，

又点M在直线[image: image66.png]y=-x

.
2a +1



上有[image: image67.png]"
22 +1



，

即[image: image68.png]


．

∵a＞0，∴2a＋[image: image69.png]B[ —



≥2[image: image70.png]


当且仅当2a=[image: image71.png]B[ —



即a=[image: image72.png]


∈(0，1)时取等号，

故b≥－[image: image73.png]


，得b的最小值－[image: image74.png]


.

例3．对于定义域为D的函数[image: image75.png]


，若同时满足下列条件：

2� f(x)在D内单调递增或单调递减；

②存在区间[image: image76.png]


使f(x)在[image: image77.png]


上的值域为[image: image78.png]


；那么把[image: image79.png]=f(x)(xeD)




叫闭函数．
莽荒王座http://www.shuhuang.cc/read_75/莽荒王座最新章节,txt下载,笔趣阁    莽荒王座无弹窗http://www.shuhuang.cc/read_75/莽荒王座吧,干煸鱿鱼须,全文阅读
　　（1）求闭函数[image: image80.png]


符合条件②的区间[image: image81.png]


；

　　（2）判断函数[image: image82.png]s@=2rliery
2"y



是否为闭函数？并说明理由；

　　（3）若[image: image83.png]y=k+fx+2



是闭函数，求实数k的范围．

分析：
　　这是一个新定义型的题目，要能从题中所给信息，进行加工提炼，得出解题的条件．

解：
　　（1）由题意，[image: image84.png]




 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image073.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image85.png]


上递减，则[image: image86.png]


解得[image: image87.png]



　　所以，所求的区间为[－1，1]．

　　（2）当[image: image88.png]x> 08F, f(x):§x+%>\/§,.'. x:%w/@m:ﬁ




　　所以，函数在定义域上不单调递增或单调递减，从而该函数不是闭函数．

　　（3）若[image: image89.png]y=k+fx+2



是闭函数，则存在区间[a，b]，在区间[a，b]上，函数f(x)的值域为[a，b]，即[image: image90.png]{a:k+«a+2
b

+fb+2



，[image: image91.png]a, bR = k+x+2



的两个实数根，

　　即方程[image: image92.png]2= Rk x+k - 2=0(x 22, x 2k)



有两个不等的实根．设f(x)=x2－(2k＋1)x＋k2－2.

　　法一：当[image: image93.png]


时有[image: image94.png]450,
fE30,
2k+1

ALY

-2,
2



解得[image: image95.png]2k
3



．当[image: image96.png]


有[image: image97.png]450,
f =0
2k+1

=k,
2



此时不等式组无解．综上所述，[image: image98.png]9
ke(-5,-2)



．

　　法二：只需满足方程x2－(2k＋1)x＋k2－2＝0有两大于或等于k的不等实根，即：

[image: image99.png]A0,

F®20 =ke-32]
2k+1 N

k,
2




点评：
　　在解数学题的过程中，寻找一个命题A的等价命题B往往是解题的关键，本题就是运用函数与方程的思想把一个看似函数性质讨论的问题转化为方程解的讨论问题．

题型二　函数与方程思想在数列中的应用

例4．已知等差数列[image: image100.png]


的公差[image: image101.png]d#0



，对任意[image: image102.png]neN"



都有[image: image103.png]a,#0



，函数[image: image104.png]Fx) =a,2 +2ay,x+a,,



．

　　（1）求证：对任意[image: image105.png]neN"



，函数[image: image106.png]f(x)



的图象过一定点．

　　（2）若[image: image107.png]


，函数f(x)与x轴的一个交点为[image: image108.png]


（[image: image109.png]g # 0



），且[image: image110.png]


，求数列[image: image111.png](&)



的通项公式．

　　（3）在（2）的条件下，求[image: image112.png]


．

分析：
　　函数f(x)的图象过一定点，可运用等差数列的性质进行论证；后一问中可运用根与系数的特点进行求解．

解：
　　（1）[image: image113.png]


为等差数列，故[image: image114.png]= 2y +



，故[image: image115.png]


必是方程[image: image116.png]4y % 28X+ dyyy =0



的一个根，即方程[image: image117.png]4y % 28X+ dyyy =0



均有一个相同的根为－1．

　　故函数f(x)过一定点（－1，0）．

　　（2）方程[image: image118.png]4y % 28X+ dyyy =0



的两根为[image: image119.png]


与[image: image120.png]


．

　　有[image: image121.png]o (h=fan Gt (EDd_(a+2d 2
4 a+n-Dd  nd %



，故[image: image122.png]


，

　　[image: image123.png]


．

　　（3）[image: image124.png]


，

　　故[image: image125.png]s=a0-1eloy
P



．

点评：
　　数列综合题往往和函数、方程、不等式相结合，以数列为载体，利用函数性质研究数列与方程，或以数列为载体，利用方程为工具去研究相关函数或数列的性质．

题型三　函数与方程思想在不等式中的应用

例5．设a>b>c，且a＋b＋c=0，抛物线[image: image126.png]y=ax’ +2bx+e



被x轴截得的弦长为l，求证：[image: image127.png]REPIR YN



．

分析：
　　由于弦长l是与a，b，c有关的变量，若能建立[image: image128.png]JFla.b,e)



的表达式，那么结论相当于确定该函数的值域．为了确定函数[image: image129.png]JFla.b,e)



的值域，需要解决好三个问题：一是求出变量l关于a，b，c的解析式；二是将这个多元函数通过集中变量、消元或变量代换转化为一元函数；三是需要确定这个一元函数的定义域．

证明：
　　[image: image130.png]azb>c




，且[image: image131.png]a+b+ec=0," a>0,c<0



．从而[image: image132.png]A=4b* —dac >0



．

　　故抛物线[image: image133.png]y=ax’ +2bx+c



与x轴有两个不同的交点，即方程[image: image134.png]ax® +2bx+.




必有两个不相等的实数根[image: image135.png]X%y



，由韦达定理得[image: image136.png]xtx




．

　　[image: image137.png]2
Pe(nmm) = () —dnm = o





　　[image: image138.png]-

a a

1=aC b3
PR

a



．

　　可见，[image: image139.png]


是[image: image140.png]R0



的二次函数．

　　由[image: image141.png]axbzc



及[image: image142.png]a+b+c=0



，得[image: image143.png]aA>—a—c>c



，解得[image: image144.png]pefol



．

　　[image: image145.png]PoaCilyes
2 2



在[image: image146.png]


上是减函数，

　　[image: image147.png]1,10 2 1.
At 43 < <4245 +3
(Cg+3) 3 <l <d(2+5)



，

　　即[image: image148.png]3« <12.0150,. Bl <23



．

点评：
　　应用函数与方程思想处理不等式问题，关键在于构造一个适当的函数和用好方程理论，弄清函数、方程及不等式的内在联系，树立相互转化的观点．

例6．已知函数f(x)=6x－6x2，设函数g1(x)=f(x)， g2(x)=f［g1(x)］， g3(x)=f［g2(x)］，…gn(x)=f［gn－1(x)］，…

　　（1）求证：如果存在一个实数x0，满足g1(x0)=x0，那么对一切n∈N，gn(x0)=x0都成立；

　　（2）若实数x0满足gn(x0)=x0，则称x0为稳定不动点，试求出所有这些稳定不动点；

　　（3）设区间A=（－∞，0），对于任意x∈A，有g1(x)=f(x)=a＜0，g2(x)=f［g1(x)］=f(0)＜0，且n≥2时，gn(x)＜0．试问是否存在区间B（A∩B≠[image: image149.png]


），对于区间内任意实数x，只要n≥2，都有gn(x)＜0．

(1)证明：当n=1时，g1(x0)=x0显然成立；

　　设n=k时，有gk(x0)=x0(k∈N)成立，

　　则gk＋1(x0)=f［gk(x0)］=f(x0)=g1(x0)=x0．

　　即n=k＋1时，命题成立.

　　∴对一切n∈N，若g1(x0)=x0，则gn(x0)=x0．

（2）解：由（1）知，稳定不动点x0只需满足f(x0)=x0．

　　由f(x0)=x0，得6x0－6x02=x0，∴x0=0或x0=[image: image150.png]


．

　　∴稳定不动点为0和[image: image151.png]


.

(3)解：∵f(x)＜0，得6x－6x2＜0[image: image152.png]


x＜0或x＞1.

　　∴gn(x)＜0[image: image153.png]


f［gn－1(x)］＜0[image: image154.png]


gn－1(x)＜0或gn－1(x)＞1．

　　要使一切n∈N，n≥2，都有gn(x)＜0，必须有g1(x)＜0或g1(x)＞1.

　　由g1(x)＜0[image: image155.png]


6x－6x2＜0[image: image156.png]


x＜0或x＞1．

　　由g1(x)＞0[image: image157.png]


6x－6x2＞1[image: image158.png]




 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image023.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image159.png]


．

　　故对于区间([image: image160.png]=3 3443
3




)和(1，＋∞)内的任意实数x，

　　只要n≥2，n∈N，都有gn(x)＜0．

题型四　函数与方程思想在三角函数中的应用

例7．已知函数f(x)=x2－(m＋1)x＋m(m∈R)．

　　(1)若tanA，tanB是方程f(x)＋4=0的两个实根，A、B是锐角三角形ABC的两个内角.求证：m≥5；

　　(2)对任意实数α，恒有f(2＋cosα)≤0，证明m≥3;

　　(3)在(2)的条件下，若函数f(sinα)的最大值是8，求m．

分析：
　　利用一元二次方程的韦达定理、二次函数在区间上的最值的求法，三角函数的值域进行求解．解题时要深挖题意，做到题意条件都明确，隐性条件注意列．列式要周到，不遗漏．

（1）证明：f(x)＋4=0即x2－(m＋1)x＋m＋4=0．依题意：

　　[image: image161.png]A=(n+1f —4(m+4) >0
tan A+tan B=m+1>0
tan A-tan B=m+4>0




　　又A、B锐角为三角形内两内角，∴[image: image162.png]NI



＜A＋B＜π．

　　∴tan(A＋B)＜0，即[image: image163.png]tmAttanB _ m+l o
1—tan Atan B —m—3

tan( A+ B) =



．

　　∴[image: image164.png]i =2m =150
m+1>0
m+4>0
mtl ]

0
m+3



∴m≥5．

(2)证明：∵f(x)=(x－1)(x－m)，又－1≤cosα≤1，

　　∴1≤2＋cosα≤3，恒有f(2＋cosα)≤0．

　　即1≤x≤3时，恒有f(x)≤0即(x－1)(x－m)≤0，∴m≥x但xmax=3，∴m≥xmax=3．

(3)解：∵f(sinα)=sin2α－(m＋1)sinα＋m=[image: image165.png](sin -

ml,

e

aa's




，

　　且[image: image166.png]


≥2，∴当sinα=－1时，f(sinα)有最大值8．

　　即1＋(m＋1)＋m=8，∴m=3．

点评：
　　在解答过程中，第(1)问中易漏掉Δ≥0和tan(A＋B)＜0，第(2)问中如何保证f(x)在[1，3]上恒小于等于零为关键．

题型五　函数与方程思想在解析几何中的应用

例8．给定抛物线[image: image167.png]=4x



，F是C的焦点，过点F的直线l与C相交于A，B两点.

（1）设l的斜率为1，求[image: image168.png]


与[image: image169.png]


的夹角的大小；

（2）设[image: image170.png]AAF



，若[image: image171.png]Ael49]



，求l在y轴上的截距的变化范围.

解：
　　（1）C的焦点为F（1，0），直线l的斜率为1，

　　所以l的方程为[image: image172.png]


将[image: image173.png]


代入方程[image: image174.png]


，并整理得[image: image175.png]6x+1=0,




　　设[image: image176.png]Alx, ). B(xy, 0.



则有[image: image177.png]n+x;=6xx, =1




　　[image: image178.png](®00)- (K. 00) = By = 2x% — (& +5,) +1





　　[image: image179.png]|OA OB |= &2 +37 R +32 = Jrmlmm + 400+ 5) +16] = VAL




　　[image: image180.png]OA-0F __3Jal

c05 < OA, OB »=
|04 10| 41





　　所以[image: image181.png]OAS0B



夹角的大小为[image: image182.png]



　　（2）由题设[image: image183.png]AAF



得[image: image184.png](xy = Lyg) = Al= x -3,




　　即[image: image185.png](x,—1=.
Y2 =D,



 

　　由②得[image: image186.png]


，∵[image: image187.png]


∴[image: image188.png]


③ 
　　联立①、③解得[image: image189.png]


，依题意有[image: image190.png]A=0



∴[image: image191.png]B(A,2./2), TB(A-2./7),



又F（1，0），

　　得直线l方程为[image: image192.png](A-1y = 22 - VKA -y =22z~ 1),





　　当[image: image193.png]Ae[49]



时，l在y轴上的截距为[image: image194.png]



　　设[image: image195.png]


，[image: image196.png]



　　可知[image: image197.png]


在[4，9]上是递减的，（或用导数[image: image198.png]


，证明[image: image199.png]


是减函数．）∴[image: image200.png]3eigd Ao Wi 3
32133 117 31




　　直线l在y轴上截距的变化范围为[image: image201.png]wl s

sl

O

Wl




点评：
　　不少解析几何问题，其中某些元素处于运动变化之中，存在着相互联系、相互制约的量，它们之间往往构成函数关系；对于直线和曲线交点问题，经常要转化为方程问题，用方程的理论加以解决．

例9．直线[image: image202.png]


和双曲线[image: image203.png]


的左支交于A、B两点，直线l过点P(－2，0)和线段AB的中点M，求l在y轴上的截距b的取值范围．

分析：
　　b的变化是由于k的变化而引起的，即对于k的任一确定的值，b有确定的值与之对应，因此b是k的函数，本题即为求这个函数的值域．

解：由[image: image204.png]


消去y，得[image: image205.png](=" +2%kx+2=0



．（[image: image206.png]


）

　　因为直线m与双曲线的左支有两个交点，所以方程（[image: image207.png]


）有两个不相等的负实数根．

　　所以[image: image208.png]A =46 +8(1- k%) > 0,

2k
Rt = T <0,

_ 2 .0
AT



解得[image: image209.png]1k <2



．

　　设[image: image210.png]Mxg,»)



，则[image: image211.png]



　　由[image: image212.png]k
1-%

P(-2,0), M(;




三点共线，得出[image: image213.png]—2 k42



．

　　设[image: image214.png]/(k):—2k’+k+2:—2(k—%)’ +%



，则[image: image215.png]fk)



在[image: image216.png]1,+2)



上为减函数，

　　[image: image217.png]FE2 < S < F )



，且[image: image218.png]flk)y=0



．[image: image219.png]—(2-42) < f(k) <0



，或[image: image220.png]0<fk) <1



，

　　[image: image221.png]be—f2-2



，或[image: image222.png]b>2



．

点评：
　　根据函数的思想建立b与k的函数关系，根据方程的思想，运用二次方程的理论具体求出b的表达式，是解此题的两个关键问题．不少解析几何问题，其中某些元素处于运动变化之中，存在着相互联系、相互制约的量，它们之间往往构成函数关系；对于直线和曲线交点问题，经常要转化为方程问题，用方程的理论加以解决．

题型六　函数与方程思想在立体几何中的应用

例10．如图，已知[image: image223.png]PAL



面[image: image224.png]ABC



，[image: image225.png]AD 1 BC



于D，[image: image226.png]


．

[image: image227.png]=




　　（1）令[image: image228.png]PD=x



，[image: image229.png]ZBPC




，试把[image: image230.png]tan &



表示为x的函数，并求其最大值；

　　（2）在直线PA上是否存在一点Q，使[image: image231.png]£LBOC » LBACT



成立？

分析：
　　（1）为寻求[image: image232.png]tan &



与x的关系，首先可以将[image: image233.png]


转化为[image: image234.png]ZPCD-/PBD



．（2）由正切函数的单调性可知：点Q的存在性等价于：是否存在点Q使得[image: image235.png]




 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image179_0000.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image236.png]ZBOC > tan LBAC



．

解：
　　（1）∵[image: image237.png]PAL



面[image: image238.png]ABC



，[image: image239.png]AD 1 BC



于D，∴[image: image240.png]PD 1 EBD



．

　　∴[image: image241.png]ven D= E2 _ 5 tansPep <2 2
oo 5]

ol n



．

　　[image: image242.png]tan &





 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image195_0000.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image243.png]= tan(£PCD - LPBD!




．

　　∵[image: image244.png]


为[image: image245.png]


在面[image: image246.png]ABD



上的射影．

　　∴[image: image247.png]


，即[image: image248.png]


．

　　∴[image: image249.png]tan &





 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image208.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image250.png]


．

　　即[image: image251.png]tan &



的最大值为[image: image252.png]


，等号当且仅当[image: image253.png]


时取得．

　　（2）[image: image254.png]tan ZBAC = tan (LACD~ ZABD)= %



．

　　令[image: image255.png]tan &





 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image218.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image256.png]




 INCLUDEPICTURE "http://stu1.huanggao.net/stu1_course/0809xia/03140937GKZT/GKZT_SX_23_02_013/images/index_clip_image220.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image257.png]


，解得：[image: image258.png]lex<2



，与[image: image259.png]


交集非空．

　　∴满足条件的点Q存在．

点评：
　　本题将立体几何与代数融为一体，不仅要求有一定的空间想象力，而且，做好问题的转化是解决此题的关键．

题型七　函数与方程思想在实际问题中的应用

例11．某工厂2005年生产利润逐月增加，且每月增加的利润相同，但由于厂方正在改造建设，一月份投入的建设资金恰与一月份的利润相等，随着投入资金的逐月增加，且每月增加投入的百分率相同，到十二月份投入的建设资金又恰与十二月份生产利润相同，问全年总利润W与全年总投入资金N的大小关系是（　）

　　　　A．W>N　　　　B．W<N　　　　C．W=N　　　　　D．无法确定

分析：
　　本题没有一个已知数据，要列出通项进行比较易陷入繁杂的运算中，可运用函数的图象进行解题．

解：
　　设第一个月的投入资金与一月份的利润均为a，每月的增加投入百分率为r．则每月的利润组成数列[image: image260.png]=an(1< 2122 N')




，每月投入资金组成数列[image: image261.png]=a(l+r)* (1< a<12,2e N




，

　　如图，由两函数图象特点可知，有[image: image262.png]@ =b,a =by



，

[image: image263.png]



　　可见[image: image264.png]@y »byay = by ey by



，故W>N，故选A．

点评：
　　函数的图象是函数的方程思想中的重要的手段，有时运用图象解题可以使人耳目一新的感觉，可以使解题过程简单优美．
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