
高考数学压轴题突破训练：函数

1. 甲乙两公司生产同一种新产品，经测算，对于函数
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，当甲公司投入
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万元作宣传时，乙公司投入的宣传费若小于
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万元，则乙公司有失败的危险，否则无失败的危险；当乙公司投入
[image: image6.wmf]x

万元作宣传时，甲公司投入的宣传费若小于
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万元，则甲公司有失败的危险，否则无失败的危险. 设甲公司投入宣传费x万元，乙公司投入宣传费y万元，建立如图直角坐标系，试回答以下问题：

(1)请解释
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(2)甲、乙两公司在均无失败危险的情况下尽可能少地投入宣传费用，问此时各应投入多少宣传费？

(3)若甲、乙分别在上述策略下，为确保无失败的危险，根据对方所投入的宣传费，按最少投入费用原则，投入自己的宣传费：若甲先投入
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万元，乙在上述策略下，投入最少费用
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；而甲根据乙的情况，调整宣传费为
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；同样，乙再根据甲的情况，调整宣传费为
[image: image12.wmf]2

b
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如此得当甲调整宣传费为
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时，乙调整宣传费为
[image: image15.wmf]n

b
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的值，若存在写出此极限值（不必证明），若不存在，说明理由. 
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2. 已知三次函数
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在y轴上的截距是2，且在
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上单调递增，在（－1，2）上单调递减.
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   (Ⅰ)求函数f (x)的解析式；

   (Ⅱ)若函数
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的单调区间.

3. 已知函数
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的图象关于点
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中心对称。

（1）求函数
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的解析式；

（2）如果
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，试求出使
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取值范围；

（3）是否存在区间
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对于区间内的任意实数
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4．已知函数：
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   （Ⅰ）证明：f(x)+2+f(2a－x)=0对定义域内的所有x都成立.
   （Ⅱ）当f(x)的定义域为[a+
[image: image39.wmf]2
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,a+1]时，求证：f(x)的值域为[－3，－2]；

   （Ⅲ）设函数g(x)=x2+|(x－a)f(x)| ,求g(x) 的最小值 .
5. 设
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上单调递减，则称
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上的单峰函数，
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为峰点，包含峰点的区间为含峰区间.　　对任意的
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，下面研究缩短其含峰区间长度的方法.

  （1）证明：对任意的
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  （2）对给定的
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6. 设关于
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（1）证明
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（2）当
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7. 已知函数
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(2)若
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恒成立，求实数
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的取值范围.
8. 已知二次函数
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设方程f(x)＝x有两个实数根x1、x2.

(Ⅰ)如果
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(Ⅱ)如果
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9. 函数
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（1）求
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（2）求证：
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（3）若
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10. 已知函数
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在区间[0，1]上单调递增，在区间[1，2]上单调递减；

（1）求a的值；

（2）求证：x=1是该函数的一条对称轴；
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（3）是否存在实数b，使函数
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11. 定义在区间（0，
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）上的函f(x)满足：（1）f(x)不恒为零；（2）对任何实数x、q,都有
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（1）求证：方程f(x)=0有且只有一个实根；

（2）若a>b>c>1,且a、b、c成等差数列，求证：
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（3）（本小题只理科做）若f(x) 单调递增，且m>n>0时，有
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12. 某造船公司年最高造船量是20艘. 已知造船x艘的产值函数R (x)=3700x + 45x2 – 10x3(单位：万元), 成本函数为C (x) = 460x + 5000 (单位：万元). 又在经济学中，函数f(x)的边际函数Mf (x)定义为: Mf (x) = f (x+1) – f (x). 求:（提示：利润 = 产值 – 成本）

(1) 利润函数P(x) 及边际利润函数MP(x);

    (2) 年造船量安排多少艘时, 可使公司造船的年利润最大?

    (3) 边际利润函数MP(x)的单调递减区间, 并说明单调递减在本题中的实际意义是什么？
13. 已知函数
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(1) 试就实数
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(2) 已知当
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(3) （理）记(2)中的函数的图像为曲线
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，试问是否存在经过原点的直线
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    (文) 记(2)中的函数的图像为曲线
[image: image116.wmf]C

，试问曲线
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是否为中心对称图形？若是，请求出对称中心的坐标并加以证明；若不是，请说明理由．

14. 已知函数
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(Ⅰ) 求
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（Ⅱ）设
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15. 设函数
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（1）求
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（2）设集合
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（3）若
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16. （理科）二次函数f(x)=
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（I）若方程f(x)=0无实数根，求证：b>0；

（II）若方程f(x)=0有两实数根，且两实根是相邻的两个整数，求证：f(－a)=
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（III）若方程f(x)=0有两个非整数实根，且这两实数根在相邻两整数之间，试证明存在整数k，使得
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(文科)已知函数f(x)=
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（I）若b>2a,且 f(sinx)(x∈R)的最大值为2，最小值为－4，试求函数f(x)的最小值；

（II）若对任意实数x，不等式
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17. 定义在（-1，1）上的函数f(x)满足：对任意x、y [image: image147.png]


(-1,1)都有[image: image148.png]w19 21D



。
（I）求证：函数f(x)是奇函数；
（II）如果当 [image: image149.png]xe(-1,0



时，有f(x)>0，判断f(x)在(-1,1)上的单调性，并加以证明；
（III）设-1<a<1，解不等式： [image: image150.png]f
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18. 设
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（l）求证
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（lll）证明若
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19. 已知函数f（x）＝ax2＋bx＋c，其中a∈N*，b∈N，c∈Z。

（1）若b>2a，且f（sinx）（x∈R）的最大值为2，最小值为－4，试求函数f（x）的最小值；

（2）若对任意实数x，不等式4x≤f（x）≤2（x2＋1）恒成立，且存在x0，使得f（x0）<2（x02＋1）成立，求c的值。
20. （理）已知
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（1）讨论
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（2）证明：
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（文）设函数
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（2）若函数
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的取值范围.

21.设函数
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   （1）求函数f(x)的单调区间，并求函数f(x)的极大值和极小值；

   （2）当x∈[a+1, a+2]时，不等
[image: image173.wmf]a
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，求a的取值范围.
22. 已知函数
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（1）当
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时，求函数f(x)的最小值；

（2）设函数h(x)=(1－x)f(x)+16，试根据m的取值分析函数h(x)的图象与函数g(x)的图象交点的个数.

23. 已知二次函数
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.若直线l1、l2与函数f（x）的图象以及l1，y轴与函数f（x）的图象所围成的封闭图形如阴影所示.

   （Ⅰ）求a、b、c的值；

   （Ⅱ）求阴影面积S关于t的函数S（t）的解析式；
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   （Ⅲ）若
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问是否存在实数m，使得y=f（x）的图象与y=g（x）的图象有且只有两个不同的交点？若存在，求出m的值；若不存在，说明理由.
24. 已知
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  (I) 若
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,求函数
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的单调递增区间； 

(II)若函数
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的导函数
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恒成立，求函数
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的解析表达式；

(III)若0<a<b, 函数
[image: image188.wmf]()
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和
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处取得极值，且
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与
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25. 已知函数
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(1)设
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,当m≥
[image: image196.wmf]4

1

时,求g(x)在[
[image: image197.wmf]2

2

1

,

]上的最大值；


(2)若
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上是单调减函数，求实数m的取值范围.

答案：

1.解：(1)
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得:  x = 17, y = 25  ……………(9分)   

故甲公司至少投入17万元,
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12.解：(1) P(x) = R (x) – C (x) = – 10x3 + 45x2 + 3240x – 5000  (x(N且x([1, 20]);   2分
   MP (x) = P ( x + 1 ) – P (x) = – 30x2 + 60x +3275   (x(N且x([1, 20]).    4分

 (2) P`(x) = – 30x2 + 90x + 3240 = – 30( x +9 )(x – 12)  (x(N且x([1, 20])    7分

       当1< x < 12时, P`(x) > 0, P(x)单调递增, 

       当 12 <x < 20时, P`(x) < 0 , P ( x ) 单调递减.

    ∴ x = 12 时, P(x)取最大值,                                       10分

   即, 年建造12艘船时, 公司造船的年利润最大.                        11分

 (3) 由MP(x ) =  – 30( x – 1) 2 + 3305   (x(N且x([1, 20]).
    ∴当1< x ( 20时，MP (x)单调递减.                                 12分

 MP (x)是减函数说明: 随着产量的增加，每艘利润与前一台比较，利润在减少.1

13.解：(1) ①当
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时，函数
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及
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   ②当
[image: image447.wmf]01
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的单调递增区间为
[image: image449.wmf](,0)
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   ③当
[image: image451.wmf]1
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     (2) 由题设及(1)中③知
[image: image455.wmf](1)6
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且
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，解得
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        因此函数解析式为
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 (3) （理）假设存在经过原点的直线
[image: image460.wmf]l

为曲线
[image: image461.wmf]C

的对称轴，显然
[image: image462.wmf]x

、
[image: image463.wmf]y
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[image: image465.wmf]l

：
[image: image466.wmf]ykx

=

（
[image: image467.wmf]0

k

¹

），

   设
[image: image468.wmf](,)

Ppq

为曲线
[image: image469.wmf]C

上的任意一点，
[image: image470.wmf](,)

Ppq

¢¢¢

与
[image: image471.wmf](,)

Ppq

关于直线
[image: image472.wmf]l

对称，且


[image: image473.wmf]pp

¢

¹

，
[image: image474.wmf]qq

¢

¹

，则
[image: image475.wmf]P

¢

也在曲线
[image: image476.wmf]C

上，由此得
[image: image477.wmf]22

qqpp

k

¢¢

++

=

，
[image: image478.wmf]1

qq

ppk

¢

-

=-

¢

-

，

        且
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        整理得
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   （文）该函数的定义域
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   所以该函数为奇函数，曲线
[image: image492.wmf]C
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14.解：(Ⅰ) 
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∴满足条件的
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综上所述，满足条件的
[image: image526.wmf]a
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15.解：（1）在
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故集合
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16.解：（理）（I）
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（III）设m<x1<x2<m+1,m为整数。
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17.解：(I)证：令x=y=0，则f(0)+f(0)=f(0),
　 故f(0)=0令y=-x,则f(x)+f(-x)=[image: image609.png]


 
　　 ∴f(-x)=-f(x)
　　 ∴函数f(x)的奇函数　　　 4’

（II）设-1<x1<x2<1，则 [image: image610.png]X17%y

FQe) ~£Gx9) = FGx )+ £Cx ) = £
X%y





　　 [image: image611.png]Bx) <{xye(-Ll)



　　　　　　 [image: image612.png]g =%y 20,71 <y <1




　　 因此[image: image613.png]


　　　　　 　 [image: image614.png]X17¥3

[ R ELL CRELC)




　　 ∴函数f(x)在（-1，1）上是减函数　　　 8’

（III）[image: image615.png]


 是（-1，1）上的减函数，
　　 [image: image616.png]



　　 由[image: image617.png]


 得x<0或x>2　　　　 9’
　　 当a=0时，[image: image618.png]


 ，原不等式的解集为{x|x>2}　　　 10’
　　 当-1<a<0时。x>2中原不等式的解；
　　 若x<0，则a(x-1)>1,x<1+ [image: image619.png]



　　 故原不等式的解集为[image: image620.png]quo‘:mm



 　　　12’
　　 当0<a<1时，x<0不是原不等式的解；
　　 若x>2，则a(x-1)<1,x<1+ [image: image621.png]


  ∴ [image: image622.png]



　　 故原不等式的解集为{x| [image: image623.png]
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解得：
[image: image638.wmf]2

>

c

或
[image: image639.wmf]1

-

<

c


故c的取值范围为
[image: image640.wmf]2

>

c

或
[image: image641.wmf]1

-

<

c

………………………………………………10分

（3）∵  
[image: image642.wmf]1

1

2

-

>

+

c

c

恒成立

     由(2)知：当
[image: image643.wmf]2

c

1

£

£

-

时






[image: image644.wmf]1

1

2

+

£

-

c

c




   当
[image: image645.wmf]2

c

1

£

£

或
[image: image646.wmf]0

c

1

£

£

-

时




[image: image647.wmf]1

1

2

+

³

+

c

c

且  
[image: image648.wmf]1

1

2

-

³

-

c

c


    　　　此时的交集为
[image: image649.wmf]]

1

,

1

[(

2

+

-

c

c

………………………………………12分

　　　　　当
[image: image650.wmf]1

0

<

<

c





[image: image651.wmf]1

1

2

+

<

+

c

c

 且  
[image: image652.wmf]1

1

2

-

<

-

c

c


           此时的交集为
[image: image653.wmf]]

1

,

1

[

2

+

-

c

c


　　　故
[image: image654.wmf]2

c

1

£

£

-

时，存在公共定义域，且

　　　　当
[image: image655.wmf]0

c

1

£

£

-

或
[image: image656.wmf]2

c

1

£

£

时，公共定义域为
[image: image657.wmf]]

1

,

1

[(

2

+

-

c

c

；

　　　　当
[image: image658.wmf]1

0

<

<

c

时，公共定义域为
[image: image659.wmf]]

1

,

1

[

2

+

-

c

c

.

19.解：（1）由函数f（x）的图像开口向上，对称轴x＝－b/2a<－1知，f（x）在[－1，1]上为增函数，故f（1）＝a＋b＋c＝2，f（－1）＝a－b＋c＝－4，∴b＝3，a＋c＝－1。又b>2a，故a＝1，c＝－2。∴f（x）＝x2＋3x－2，最小值为－17/4。

（2）令x＝1，代入不等式4x≤f（x）≤2（x2＋1）得f（1）＝4，即a＋b＋c＝4，从而b＝4－a－c。又4x≤f（x）恒成立，得ax2＋（b－4）x＋c≥0恒成立，故△＝（b－4）2－4ac≤0，∴a＝c。又b≥0，a＋c≤4，∴c＝1或c＝2。当c＝2时，f（x）＝2x2＋2，此时不存在满足题意的x0。当c＝1时满足条件，故c＝1。

20.解：（理）（1）
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21.解：（1）∵f′(x)=－x2+4ax－3a2=－(x－3a)(x－a),由f′(x)>0得：a<x<3a
由f′(x)<0得，x<a或x>3a，

则函数f(x)的单调递增区间为（a, 3a），单调递减区间为（－∞，a）和（3a，+∞）

列表如下：

	x
	(－∞，a)
	a
	(a, 3a)
	3a
	(3a,+ ∞)

	f′(x)
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	0
	—

	f(x)
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	[image: image799.wmf]y




∴函数f(x)的极大值为b，极小值为－
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    ∵不等式|f′(x)|≤a恒成立，
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22.解：(1) 方法一：  ∵ x>1 ,  
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    当且仅当x=4时，取等号，故函数f(x)的最小值为0；

   方法二：∵ x>1， 
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方法三：求导（略）  ……………………………………4分

（2）由于h(x)=(1－x)f(x)+16=
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设 F(x)=g(x)－h(x)= 
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根据导数的符号及函数的单调情况、取极值的情况作出的草图如
下：………………11分

由此可得：

当
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23.解：（I）由图形  知：
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∴函数f（x）的解析式为
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（Ⅱ）由
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∴直线l1与f（x）的图象的交点坐标为（
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由定积分的几何意义知：
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（Ⅲ）令
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因为x＞0，要使函数f（x）与函数g（x）有且仅有2个不同的交点，则函数
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当x∈（0，1）时，
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又因为当x→0时，
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24.解：(I) f (x)=x3-2x2+x, 
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           因为f(x)单调递增，
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故f(x)的增区间是(-∞，
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(II) 
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①+②，得
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又由③，得

    ab=
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将上式代回①和②，得

  a+b=0,

故f(x)=x3
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(III) 假设
[image: image762.wmf]OA
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(s-a)(s-b)(t-a)(t-b)=-1,

 [st-(s+t)a+a2][st-(s+t)b+b2]=-1, ……………………………………11分

 由s，t为
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     s+t=
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 这样(a+b)2=(a-b)2+4ab
              = 
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故
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25.解：(1)g(x)=
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(2)因为函数y=log
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因为log
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因为
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（本题也可用复合函数进行处理）
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