3.2  函数模型及其应用  教案

教学目标：（1）使学生认识指数函数、对数函数、幂函数等函数模型的增长差异，认识数学与现实生活及其他学科的联系；

（2）体会直线上升、指数爆炸与对数增长，应用函数模型解决简单问题；

（3）在学习的过程中体会研究具体函数及其性质的过程和方法，如具体到一般的过程、数形结合的方法等．

教学重点：指数函数、对数函数、幂函数等函数模型的增长差异．
教学难点：应用函数模型解决简单问题．

教学过程：
1．几类不同增长的函数模型及其增长差异


分别作出函数y=2x，y=log2x，y=x2在第一象限的图象如图．函数y=log2x刚开始增长得最快，随后增长的速度越来越慢；函数y=2x刚开始增长得较慢，随后增长的速度越来越快；函数y=x2增长的速度也是越来越快，但越来越不如y=2x增长得快．函数y=2x和y=x2的图象有两个交点(2,4)和(4,16)．在x∈(2,4)时，log2x<2x<x2，在x∈(0,2)∪(4，+∞)时，log2x<x2<2x，所以当x>4时，log2x<x2<2x.

一般地，在区间(0，+∞)上，尽管函数y=ax (a>1)，y=logax (a>1)和y=xn (n>0)都是增函数，但它们的增长速度不同，而且不在同一个“档次”上．

随着x的增大，y=ax (a>1)的增长速度越来越快，会超过并远远大于y=xn (n>0)的增长速度，而y=logax(a>1)的增长速度则会越来越慢．

因此，总会存在一个x0，使当x>x0时，就有logax<xn<ax.

这一结论充分体现了指数函数的爆炸式增长．

[例]下列函数中，随x的增大，增长速度最快的是(　　)

A．y＝1，x∈Z　　B．y＝x　　C．y＝2x　　D．y＝ex
解析　指数函数模型增长速度最快，并且e>2，因而y＝ex增长速度最快．

答案　D

2．几类常见的函数模型

(1)一次函数模型：f(x)＝kx＋b (k、b为常数，k≠0)；

(2)反比例函数模型：f(x)＝eq \f(k,x)＋b (k、b为常数，k≠0)；

(3)二次函数模型：f(x)＝ax2＋bx＋c (a、b、c为常数，a≠0)；

注意：二次函数模型是高中阶段应用最为广泛的模型，在高考的应用题考查中最为常见．

(4)指数函数模型：f(x)＝abx＋c (a、b、c为常数，a≠0，b>0，b≠1)；

(5)对数函数模型：f(x)＝mlogax＋n (m、n、a为常数，a>0，a≠1)；

说明：随着新课标的实施，指数、对数函数模型将会起到越来越重要的作用，在高考的舞台上将会扮演愈来愈重要的角色．

(6)幂函数模型：f(x)＝axn＋b(a、b、n为常数，a≠0，n≠1)；

(7)分段函数模型：这个模型实际是以上两种或多种模型的综合，因此应用也十分广泛．

3．通过收集数据直接去解决问题的一般过程如下：

(1)收集数据；

(2)根据收集到的数据在平面直角坐标系内描点；

(3)根据点的分布特征，选择一个能刻画其特征的函数模型；

(4)选择其中的几组数据求出函数模型；

(5)将已知数据代入所求出的函数模型进行检验，看其是否符合实际，若不符合实际，则重复步骤(3)(4)(5)；若符合实际，则进入下一步；

(6)用求得的函数模型去解决实际问题．

　　　　                 题型一　一次函数模型的应用

例1.一家报刊推销员从报社买进报纸的价格是每份0.20元，卖出的价格是每份0.30元，卖不完的还可以以每份0.08元的价格退回报社．在一个月(以30天计算)内有20天每天可卖出400份，其余10天每天只能卖出250份，但每天从报社买进报纸的份数都相同，问应该从报社买进多少份才能使每月所获得的利润最大？并计算每月最多能获得的利润．

解　本题所给条件较多，数量关系比较复杂，可以列表分析．

设每天从报社买进x (250≤x≤400，x∈N)份报纸.

	
	数量(份)
	价格(元)
	金额(元)

	买进
	30x
	0.20
	6x

	卖出
	20x＋10×250
	0.30
	6x＋750

	退回
	10(x－250)
	0.08
	0.8x－200


设每天从报社买进x份报纸时，每月所获利润为y元，则

y＝[(6x＋750)＋(0.8x－200)]－6x
＝0.8x＋550 (250≤x≤400，x∈N)．

∵y＝0.8x＋550在[250,400]上是增函数，

∴当x＝400时，y取得最大值870.

即每天从报社买进400份报纸时，每月获得的利润最大，最大利润为870元．

点评　一次函数模型层次性不高，求解也较为容易，一般我们可以用“问什么，设什么，列什么”这一方法来处理．

　　　              题型二　二次函数模型的应用

例2.渔场中鱼群的最大养殖量为m (m>0)，为了保证鱼群的生长空间，实际养殖量x小于m，以便留出适当的空闲量．已知鱼群的年增长量y和实际养殖量与空闲率(空闲率是空闲量与最大养殖量的比值)的乘积成正比，比例系数为k (k>0)．

(1)写出y关于x的函数关系式，并指出该函数的定义域；

(2)求鱼群年增长量的最大值；

(3)当鱼群年增长量达到最大时，求k的取值范围．

解　(1)根据题意知空闲率是eq \f(m－x,m)，得y＝kx·eq \f(m－x,m) (0<x<m)．

(2)∵y＝kx·eq \f(m－x,m)＝－eq \f(k,m)x2＋kx＝－eq \f(k,m)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－\f(m,2)))2＋eq \f(mk,4)，

∴当x＝eq \f(m,2)时，ymax＝eq \f(mk,4).

(3)根据实际意义：实际养殖量x与年增长量y的和小于最大养殖量m，即0<x＋y<m，∴0<eq \f(m,2)＋eq \f(mk,4)<m，解之得：－2<k<2.∵k>0，∴0<k<2.

点评　解题的关键在于对“空闲率”的理解，正确理解题意，养成良好的阅读习惯是成功的一半．而二次函数模型常涉及顶点坐标、函数的单调性、区间最值等问题，学会二次函数的配方是比较有效的解题手段．

　　　                题型三　分段函数模型的应用

例3.
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某上市股票在30天内每股的交易价格P(元)与时间t(天)组成有序数对(t，P)，点(t，P)落在图中的两条线段上．该股票在30天内(包括30天)的日交易量Q(万股)与时间t(天)的部分数据如下表所示：

	第t天
	4
	10
	16
	22

	Q(万股)
	36
	30
	24
	18


(1)根据提供的图象，写出该种股票每股的交易价格P(元)与时间t(天)所满足的函数关系式；

(2)根据表中数据确定日交易量Q(万股)与时间t(天)的一次函数关系式；

(3)用y(万元)表示该股票日交易额，写出y关于t的函数关系式，并求出这30天中第几天日交易额最大，最大值为多少？

解　(1)设表示前20天每股的交易价格P(元)与时间t(天)的一次函数关系式为P＝k1t＋m，由图象得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(2＝k1×0＋m,6＝k1×20＋m))，解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(k1＝\f(1,5),m＝2))，即P＝eq \f(1,5)t＋2；

设表示第20天至第30天每股的交易价格P(元)与时间t(天)的一次函数关系式为P＝k2t＋n，

由图象得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(6＝k2×20＋n,5＝k2×30＋n))，解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(k2＝－\f(1,10),n＝8))，

即P＝－eq \f(1,10)t＋8.

综上知P＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(1,5)t＋2，　　　0≤t<20,－\f(1,10)t＋8，  20≤t≤30)) (t∈N)．

(2)由表知，日交易量Q与时间t满足一次函数关系式，设Q＝at＋b (a、b为常数)，将(4,36)与(10,30)的坐标代入，

得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(4a＋b＝36,10a＋b＝30))，解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＝－1,b＝40)).

所以日交易量Q(万股)与时间t(天)的一次函数关系式为

Q＝40－t(0≤t≤30且t∈N)．

(3)由(1)(2)可得

y＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,5)t＋2))×(40－t)，　　0≤t<20,\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,10)t＋8))×(40－t)，  20≤t≤30)) (t∈N)．

即y＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－\f(1,5)t2＋6t＋80，　　0≤t<20,\f(1,10)t2－12t＋320，  20≤t≤30)) (t∈N)．

当0≤t<20时，函数y＝－eq \f(1,5)t2＋6t＋80的图象的对称轴为直线t＝15，∴当t＝15时，ymax＝125；

当20≤t≤30时，函数y＝eq \f(1,10)t2－12t＋320的图象的对称轴为直线t＝60，∴该函数在[20,30]上单调递减，即当t＝20时，ymax＝120.

而125>120，∴第15天日交易额最大，最大值为125万元．

点评　分段函数及其应用问题是当前最热的函数类型，这是由分段函数的特点决定的．由于分段函数兼具多种初等函数的性质，因此可以将多种函数的性质考查到，这在要求能力的高考命题中无疑是重要的命题素材．

　　　　　题型四　函数建模

例4.个体经营者把开始六个月试销A、B两种商品的逐月投资与所获利润列成下表：

	投资A种商品金额

(万元)
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	获纯利润(万元)
	0.65
	1.39
	1.85
	2
	1.84
	1.40

	投资B种商品金额

(万元)
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	获纯利润(万元)
	0.25
	0.49
	0.76
	1
	1.26
	1.51


该经营者准备下个月投入12万元经营这两种商品，但不知投入A、B两种商品各多少才最合算．请你帮助制定一个资金投入方案，使得该经营者能获得最大利润，并按你的方案求出该经营者下个月可获得的最大纯利润(结果保留两位有效数字)．

解　以投资额为横坐标，纯利润为纵坐标，在直角坐标系中描点如图．据此，可考虑用下列函数分别描述上述两组数据之间的对应关系．
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y=-a(x-4)2+2 (a>0)①

y＝bx②

把x＝1，y＝0.65代入①式，得
0．65＝－a(1－4)2＋2，解得a＝0.15.

故前六个月所获纯利润关于月投资A种商品的金额的函数关系式可近似地用y＝－0.15(x－4)2＋2表示；

把x＝4，y＝1代入②式，得b＝0.25，

故前六个月所获纯利润关于月投资B种商品的金额的函数关系式可近似地用y＝0.25x表示．

设下个月投入A、B两种商品的资金分别是xA万元、xB万元，总利润为W万元，

得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(xA＋xB＝12,W＝yA＋yB＝－0.15(xA－4)2＋2＋0.25xB))，

即W＝－eq \f(3,20)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(xA－\f(19,6)))2＋eq \f(3,20)×eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(19,6)))2＋2.6.

∴当xA＝eq \f(19,6)≈3.2时，W取得最大值，

约为4.1万元，此时，xB＝eq \f(53,6)≈8.8.

点评　本题设计新颖，要求能对数据进行处理，在此基础上选用恰当的模型进行拟合，并对所得到的模型进行比较，数据分析处理是在信息社会中所必须具备的一项重要的能力．

例5.某公司在甲，乙两地销售一种品牌车，利润(单位：万元)分别为L1＝5.06x－0.15x2，L2＝2x，其中x为销售量(单位：辆)．若该公司在这两地共销售15辆车，则能获得的最大利润为(　　)

A．45.606　　　　　　B．45.6

C．46.8              D．46.806

错解　设甲地销售x辆，则乙地销售15－x辆．

总利润L＝L1＋L2＝5.06x－0.15x2＋2(15－x)

＝－0.15x2＋3.06x＋30

＝－0.15eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－10.2))2＋45.606

∴当x＝10.2时，获得最大利润45.606万元．

错因分析　上面解答中x＝10.2不为整数，在实际问题中是不可能的，因此x应根据抛物线取与x＝10.2接近的整数才符合题意．

正解　设甲地销售x辆，则乙地销售(15－x)辆，

则总利润L＝L1＋L2＝5.06x－0.15x2＋2(15－x)

＝－0.15x2＋3.06x＋30

＝－0.15(x－10.2)2＋45.606.

根据二次函数图象和x∈N*，

∴当x＝10时，获得最大利润

L＝－0.15×102＋3.06×10＋30＝45.6万元．

正确答案　B

自主测验

1．某人骑自行车沿直线匀速行驶，先前进了a千米，休息了一段时间，又沿原路返回b千米(b<a)，再前进c千米，则此人离起点的距离s与时间t的关系示意图是(　　)
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答案　C

解析　由于有“休息一段时间”，图象A不符；

图象B在沿原路返回时没有花费时间(体现在平行于s轴的那一段)也不符合现实；

图象D没有“原路返回”．因此选C.
2．用清水洗衣服，若每次能洗去污垢的eq \f(3,4)，要使存留的污垢不超过1%，则至少要洗的次数是(　　)

A．3　　　　B．4　　　　C．5　　　　D．6

答案　B

解析　设至少要洗x次，则eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(3,4)))x≤eq \f(1,100)，

∴x≥eq \f(1,lg 2)≈3.32，因此至少要洗4次．

3.
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某种产品市场销量情况如图所示，其中：l1表示产品各年产量的变化规律；l2表示产品各年的销售情况，下列叙述：

①产品产量、销量均以直线上升，仍可按原生产计划进行；

②产品已经出现了供大于求的情况，价格将下跌；

③产品的库存积压将越来越严重，应压缩产量或扩大销量；

④产品的产量、销量均以一定的年增长率增加．

你认为较合理的是(　　)

A．①②③  B．①③④

C．②④  D．②③

答案　D

4．一商品零售价2007年比2006年上涨了25%，欲控制2008年比2006年只上涨10%，则2008年应比2007年降价________%.

答案　12

解析　设此商品2006年零售价为a元，2008年比2007年降价x%，则2007年零售价为a·(1＋25%)＝eq \f(5,4)a元，而2008年零售价为a·(1＋10%)＝eq \f(11,10)a元，所以eq \f(5,4)a·(1－x%)＝eq \f(11,10)a，解得x＝12.

5.
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如图所示，由桶1向桶2输水，开始时，桶1中有a L水，桶2中无水，t分钟后，桶1中剩余水y1 L满足函数关系式y=ae
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，那么桶2中的水y2 L满足函数关系式y=a-ae
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，假设经过5分钟，桶1和桶2中的水一样多，则再过　　　　分钟，桶1中的水只有
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答案　10

解析　由题意可得，经过5分钟时，ae
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，得t=15，从而再经过10分钟后，桶1中的水只有
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某游乐场每天的盈利额y(单位：元)与售出的门票数x(单位：张)之间的函数关系如图，其中200元为普通顾客的心理价位的上线，超过此上线普通顾客人数将下降并减少盈利，试分析图象，解决下列问题：

(1)求y=f(x)的函数关系式；

(2)要使该游乐场每天的盈利额超过1 000元，那么每天至少应售出多少张门票？

解　(1)由函数图象可得

f(x)=
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(2)由15x-2 500>1 000，得x>
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故至少要售出234张门票，能使游乐场每天的盈利额超过1 000元．
7.
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自2007年以来，猪肉价格起伏不定，为了抑制猪肉价格上涨的势头，促进生猪市场的稳定，某地方政府决定对生猪养殖户在修建猪舍时给予补助．某养殖户拟建一座平面图(如图所示)是矩形且面积为200平方米的猪舍，由于地形限制，猪舍的宽x不少于5米，不多于a米，如果该养殖户修建猪舍的地基平均每平方米可得到补助5元，房顶(房顶与地面形状相同)每平方米可得到补助8元，猪舍外面的四周墙壁每米可得到补助10元，中间四条隔墙每米可得到补助5元．

问：当猪舍的宽x定为多少时，该养殖户能从政府得到最多的补助，最多补助是多少？

解　设该养殖户能从政府手中得到的补助为y元，猪舍的长为eq \f(200,x)米，

∴y＝200×5＋200×8＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋2×\f(200,x)))×10＋4x×5

＝40eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x＋\f(100,x)))＋2 600(5≤x≤a)．

易得函数f(x)＝x＋eq \f(100,x)在[5,10)上单调递减，在[10，＋∞)上单调递增，

∴当5≤a<10时，ymax＝3 600，此时x＝5；

当a≥10时，ymax＝40eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(a＋\f(100,a)))＋2 600，此时x＝a.

又∵当10≤a≤20时，a＋eq \f(100,a)≤5＋eq \f(100,5)＝25，

∴若5≤a≤20，猪舍的宽定为5米，该养殖户能从政府得到最多的补助是3 600元；

若a>20，猪舍的宽定为a米，该养殖户能从政府得到最多的补助是eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(40\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(a＋\f(100,a)))＋2 600))元．
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