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        教案10    数学归纳法
一、课前检测
1．在数列{
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}中，
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解：n=1时,
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以上n-1个等式累加得
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也满足该式              ∴
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2．在数列{
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解：由已知得
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，分别取n=1、2、3……(n-1),代入该式得n-1个等式累乘，即
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二、知识梳理

（一）基本知识

1.归纳法：由一些特殊事例推出一般结论的推理方法.       特点：特殊→一般[image: image26.emf]�
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2.不完全归纳法:根据事物的部分(而不是全部)特例得出一般结论的推理方法叫做不完全归纳法. 

3.完全归纳法:把研究对象一一都考查到了而推出结论的归纳法称为完全归纳法.

完全归纳法是一种在研究了事物的所有(有限种)特殊情况后得出一般结论的推理方法，又叫做枚举法.与不完全归纳法不同，用完全归纳法得出的结论是可靠的.通常在事物包括的特殊情况数不多时，采用完全归纳法.

4.数学归纳法:对于某些与自然数n有关的命题常常采用下面的方法来证明它的正确性：先证明当n取第一个值n0时命题成立；然后假设当n=k(k(N*，k≥n0)时命题成立，证明当n=k+1时命题也成立[image: image27.emf]�
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这种证明方法就叫做数学归纳法[image: image28.emf]�
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5.数学归纳法的基本思想：即先验证使结论有意义的最小的正整数n0，如果当n=n0时，命题成立，再假设当n=k(k≥n0，k∈N*)时，命题成立.(这时命题是否成立不是确定的)，根据这个假设，如能推出当n=k+1时，命题也成立，那么就可以递推出对所有不小于n0的正整数n0+1，n0+2，…，命题都成立.

6.用数学归纳法证明一个与正整数有关的命题的步骤：

(1)证明：当n取第一个值n0结论正确；

(2)假设当n=k(k∈N*，且k≥n0)时结论正确，证明当n=k+1时结论也正确.

由(1)，(2)可知，命题对于从n0开始的所有正整数n都正确　[image: image29.emf]�

奎屯

�

王新敞

�

新疆


递推基础不可少，归纳假设要用到，结论写明莫忘掉[image: image30.emf]�
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（二）解读

(1）用数学归纳法证明一个命题必须分为两个步骤：第一步验证n取第一个允许值n0时命题成立；第二步从n=k(k≥n0)时命题成立的假设出发，推证n=k+1时命题也成立。其中第一步是验证命题的起始正确性，是归纳的基础；第二步则是推证命题正确性的可传递性，是递推的依据。两个步骤各司其职，缺一不可。证明步骤与格式的完整与规范是数学归纳法的一个鲜明特征。

(2）在第二步证明“当n=k+1时命题成立”的过程中，必须利用“归纳假设”，即必须用上“当n=k时命题成立”这一条件。因为“当n=k时命题成立”实为一个已知条件，而“当n=k+1时命题成立”只是一个待证目标。

(3)“观察→归纳→猜想→证明”是一种十分重要的思维方法，运用这种思维方法既能发现结论，又能证明结论的正确性。这是分析问题和解决问题能力的一个重要内容，也是近几年高考的一个考查重点。

(4)用数学归纳法可以证明许多与自然数有关的数学命题，其中包括恒等式、不等式、数列通项公式、整除性问题、几何问题等.

(5)没有运用归纳假设的证明不是数学归纳法

问题1   用数学归纳法证明：[image: image31.wmf]2
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错证：（1）当n=1时，左=右=[image: image32.wmf]4
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1，等式成立

（2）假设当n=k时等式成立，

那么当n=k+1时，[image: image33.wmf]2

1

1

2

4

3

1

3

1

4

1

1

]

)

4

1

(

1

[

4

1

4

1

4

1

4

1

×

-

=

-

-

=

+

+

+

+

+

k

k

L


综合（1）（2），等式对所有正整数都成立

点拨：错误原因在于只有数学归纳法的形式，没有数学归纳法的“实质”即在归纳递推中，没有运用归纳假设

(6)归纳起点[image: image34.wmf]0

n

未必是1。
问题2：用数学归纳法证明：凸n边形的对角线条数为[image: image35.wmf]2
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点拔：本题的归纳起点[image: image36.wmf]3
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三、典型例题分析
题型1   证明等式问题
例1   用数学归纳法证明
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证明：（1）当n=1时，左边=1-
[image: image38.wmf]2
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（2）假设当n=k时，等式成立，

即
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那么，当n=k+1时，
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf])
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即是说，当n=k+1时等式也成立。

综上所述，等式对任何自然数n都成立。
变式训练1   在数列[image: image47.wmf]}
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下面用数学归纳法证明：

（1）当n=1时，[image: image53.wmf]2
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（2）假设当n=k时猜想成立，则[image: image54.wmf]5
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当n=k+1时猜想也成立

综合（1）（2），对[image: image55.wmf]*
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n

猜想都成立

小结与拓展：（1）数学归纳法证明命题，格式严谨，必须严格按步骤进行；
（2）归纳递推是证明的难点，应看准“目标”进行变形；

（3）由k推导到k+1时，有时可以“套”用其它证明方法，如：比较法、分析法等，表现出数学归纳法“灵活”的一面。找到“递推关系”就等于把握住解决问题的“灵魂”。

（4）“归纳——猜想——证明”是一个完整的发现问题和解决问题的思维模式。

题型2   证明不等式问题
例2  （2010年北京调研20）数列
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解：（Ⅰ）当数列
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（Ⅱ）用数学归纳法证明
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（2）假设当
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即当n=k+1时命题也成立

由（1）、（2）知，对[image: image83.wmf]*
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都成立。

变式训练2   对于不等式eq \r(n2＋n)＜n＋1(n∈N*)，某同学的证明过程如下：

证明：(1)当n＝1时，eq \r(12＋1)＜1＋1，不等式成立．

(2)假设当n＝k(k∈N*)时，不等式成立，

即eq \r(k2＋k)＜k＋1，

则当n＝k＋1时，eq \r((k＋1)2＋(k＋1))＝eq \r(k2＋3k＋2)
＜eq \r((k2＋3k＋2)＋(k＋2))＝eq \r((k＋2)2)＝(k＋1)＋1，

∴当n＝k＋1时，不等式成立．

综上所述，不等式对任何自然数n都成立。
则上述证法( D )

A．过程全部正确                B．n＝1验得不正确

C．归纳假设不正确              D．从n＝k到n＝k＋1的推理不正确

解：用数学归纳法证题的关键在于合理运用归纳假设．

小结与拓展：

题型3   数学归纳法的综合应用
例3   是否存在常数a，b，c使得等式1·22＋2·32＋…＋n(n＋1)2＝eq \f(n(n＋1),12)(an2＋bn＋c)对于一切正整数n都成立？并证明你的结论．

证明：假设存在符合题意的常数a，b，c，在等式1·22＋2·32＋…＋n(n＋1)2＝eq \f(n(n＋1),12)(an2＋bn＋c)中，令n＝1，得4＝eq \f(1,6)(a＋b＋c)       ①

令n＝2，得22＝eq \f(1,2)(4a＋2b＋c)    ②

令n＝3，得70＝9a＋3b＋c       ③

由①②③解得a＝3，b＝11，c＝10，

于是，对于n＝1,2,3都有1·22＋2·32＋…＋n(n＋1)2＝eq \f(n(n＋1),12)(3n2＋11n＋10)(*)成立．

下面用数学归纳法证明：对于一切正整数n，(*)式都成立．

(1)当n＝1时，由上述知，(*)成立．

(2)假设n＝k(k≥1)时，(*)成立，

即1·22＋2·32＋…＋k(k＋1)2＝eq \f(k(k＋1),12)(3k2＋11k＋10)，

那么当n＝k＋1时，

1·22＋2·32＋…＋k(k＋1)2＋(k＋1)(k＋2)2
＝eq \f(k(k＋1),12)(3k2＋11k＋10)＋(k＋1)(k＋2)2
＝eq \f((k＋1)(k＋2),12)(3k2＋5k＋12k＋24)

＝eq \f((k＋1)(k＋2),12)[3(k＋1)2＋11(k＋1)＋10]，

由此可知，当n＝k＋1时，(*)式也成立．

综上所述，当a＝3，b＝11，c＝10时题设的等式对于一切正整数n都成立．

变式训练3   设函数f(n)＝(2n＋9)·3n＋1＋9，当n∈N*时，f(n)能被m(m∈N*)整除，猜想m的最大值为( D )

A．9           B．18            C．27               D．36

解：由f(n＋1)－f(n)＝36·3n－1(n＋6)知m的最大值为36.

小结与拓展：
四、归纳与总结（以学生为主，师生共同完成）
（一）数学归纳法是一种只适用于与正整数有关的命题的证明方法。

（二）数学归纳法分为两个步骤：

（1）证明当n取第一个允许值n0时，结论正确。（注意n0不一定是1，也可能是其他的自然数。）
（2）假设当n=k(k∈N, k≤n0)时命题正确,根据假设，证明n=k+1时，结论也正确。

由以上两步得出结论：任何n≥n0的自然数，命题均成立。
数学归纳法只有第一步，属不完全归纳法；只有第二步，递推过程就失去了基础。先为推理建立初始条件，然后依据最初的条件从有限递推到无限，是这种证明方法的精髓，是它思想方法的闪光点。即：第一步是归纳奠基(或递推基础),第二步是归纳递推(或归纳假设),两步缺一不可。
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