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第19讲   应用问题的题型与方法[image: image297.jpg]


学科网
数学应用性问题是历年高考命题的主要题型之一， 也是考生失分较多的一种题型. 高考中一般命制一道解答题和两道选择填空题.解答这类问题的要害是能阅读、理解陈述的材料，深刻理解题意，学会文字语言向数学的符号语言的翻译转化，能结合应用所学数学知识、思想方法解决问题，包括解决带有实际意义的或者相关学科、生产、生活中的数学问题，并能用数学语言正确的加以表述.考生的弱点主要表现在将实际问题转化成数学问题的能力上.实际问题转化为数学问题，关键是提高阅读能力即数学审题能力，审出函数、方程、不等式、等式，要求我们读懂材料，辨析文字叙述所反应的实际背景，领悟从背景中概括出来的数学实质，抽象其中的数量关系，将文字语言叙述转译成数学式符号语言，建立对应的数学模型解答.可以说，解答一个应用题重点要过三关：一是事理关，即读懂题意，需要一定的阅读理解能力；二是文理关，即把文字语言转化为数学的符号语言；三是数理关，即构建相应的数学模型，构建之后还需要扎实的基础知识和较强的数理能力.[image: image2.png]
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由于数学问题的广泛性，实际问题的复杂性，干扰因素的多元性，更由于实际问题的专一性，这些都给学生能读懂题目提供的条件和要求，在陌生的情景中找出本质的内容，转化为函数、方程、不等式、数列、排列、组合、概率、曲线、解三角形等问题.[image: image3.png]
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一、知识整合[image: image4.png]
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1．“考试大纲”对于“解决实际问题的能力”的界定是：能阅读、理解对问题进行陈述的材料；能综合应用所学数学知识、思想和方法解决问题，包括提炼、解决在相关学科、生产、生活中的数学问题，并能用数学语言正确地加以表述.并且指出：对数学应用问题，要把握好提出问题所涉及的数学知识和方法的深度和广度，切合中学数学教学实际.[image: image5.png]


学科网
2．应用问题的“考试要求”是考查考生的应用意识和运用数学知识与方法来分析问题解决问题的能力，这个要求分解为三个要点： [image: image6.png]
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（1）、要求考生关心国家大事，了解信息社会，讲究联系实际，重视数学在生产、生活及科学中的应用，明确“数学有用，要用数学”，并积累处理实际问题的经验.[image: image7.png]
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（2）、考查理解语言的能力，要求考生能够从普通语言中捕捉信息，将普通语言转化为数学语言，以数学语言为工具进行数学思维与交流.[image: image8.png]
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（3）、考查建立数学模型的初步能力，并能运用“考试大纲”所规定的数学知识和方法来求解.[image: image9.png]
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3．求解应用题的一般步骤是（四步法）：[image: image10.png]
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（1）、读题：读懂和深刻理解，译为数学语言，找出主要关系；[image: image11.png]
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（2）、建模：把主要关系近似化、形式化，抽象成数学问题；[image: image12.png]
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（3）、求解：化归为常规问题，选择合适的数学方法求解；[image: image13.png]
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（4）、评价：对结果进行验证或评估，对错误加以调节，最后将结果应用于现实，作出解释或验证.[image: image14.png]
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4．在近几年高考中，经常涉及的数学模型，有以下一些类型：数列模型、函数模型、不等式模型、三角模型、排列组合模型等等.[image: image15.png]
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Ⅰ．函数模型  函数是中学数学中最重要的一部分内容，现实世界中普遍存在着的最优化问题，常常可归结为函数的最值问题，通过建w.w.w.k.s.5.u.c.o.m   立相应的目标函数，确定变量的限制条件，运用函数知识和方法去解决.
    ⑴ 根据题意，熟练地建立函数模型；[image: image16.png]
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⑵ 运用函数性质、不等式等知识处理所得的函数模型.[image: image17.png]
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Ⅱ．几何模型  诸如航行、建桥、测量、人造卫星等涉及一定图形属性的应用问题，常常需要应用几何图形的性质，或用方程、不等式或用三角函数知识来求解.
     Ⅲ．数列模型  在经济活动中，诸如增长率、降低率、存款复利、分期付款等与年（月）份有关的实际问题，大多可归结为数列问题，即通过建立相应的数列模型来解决.在解应用题时，是否是数列问题一是看自变量是否与正整数有关；二是看是否符合一定的规律，可先从特殊的情形入手，再寻找一般的规律.[image: image18.png]
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二、例题分析[image: image19.png]
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例1．（1996年全国高考题）某地现有耕地10000公顷，规划10年后粮食单产比现有增加22％，人均粮食产量比现在提高10％，如果人口年增长率为1％，那么耕地每年至多只能减少多少公顷（精确到1公顷）？ [image: image20.png]
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（粮食单产＝[image: image21.wmf]总产量

耕地面积

  ；    人均粮食产量＝[image: image22.wmf]总产量

总人口数

）[image: image23.png]
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分析：此题以关系国计民生的耕地、人口、粮食为背景，给出两组数据，要求考生从两条线索抽象数列模型，然后进行比较与决策.[image: image24.png]
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解：1.读题：问题涉及耕地面积、粮食单产、人均粮食占有量、总人口数及三个百分率，其中人均粮食占有量P＝[image: image25.wmf]粮食单产×耕地面积

总人口数

，  主要关系是：P[image: image26.wmf]实际

≥P[image: image27.wmf]规划

 .[image: image28.png]
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2.建模：设耕地面积平均每年至多减少x公顷，现在粮食单产为a吨／公顷，现在人口数为m，则现在占有量为[image: image29.wmf]a

m

×

10

4

，10年后粮食单产为a(1＋0.22)，人口数为m(1＋0.01)[image: image30.wmf]10

，耕地面积为（10[image: image31.wmf]4

－10x）.[image: image32.png]
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即 1.22（10[image: image36.wmf]4

－10x）≥1.1×10[image: image37.wmf]4

×（1＋0.01）[image: image38.wmf]10
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3.求解： x≤10[image: image40.wmf]3
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∵  （1＋0.01）[image: image45.wmf]10

＝1＋C[image: image46.wmf]10
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＋…≈1.1046[image: image51.png]
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∴  x≤10[image: image52.wmf]3

－995.9≈4（公顷）[image: image53.png]
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4.评价：答案x≤4公顷符合控制耕地减少的国情，又验算无误，故可作答.（答略）[image: image54.png]
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另解：1.读题：粮食总产量＝单产×耕地面积；  粮食总占有量＝人均占有量×总人口数；[image: image55.png]
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而主要关系是：粮食总产量≥粮食总占有量[image: image56.png]
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2.建模：设耕地面积平均每年至多减少x公顷，现在粮食单产为a吨／公顷，现在人口数为m，则现在占有量为[image: image57.wmf]a
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×
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，10年后粮食单产为a(1＋0.22)，人口数为m(1＋0.01)[image: image58.wmf]10

，耕地面积为（10[image: image59.wmf]4

－10x）.[image: image60.png]
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∴ a(1＋0.22)×(1O[image: image61.wmf]4
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3.求解： x≤10[image: image65.wmf]3
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∵  （1＋0.01）[image: image70.wmf]10
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＋…≈1.1046[image: image76.png]
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∴  x≤10[image: image77.wmf]3

－995.9≈4（公顷）[image: image78.png]
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4.评价：答案x≤4公顷符合控制耕地减少的国情，又验算无误，故可作答.（答略）[image: image79.png]
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说明：本题主要是抓住各量之间的关系，注重3个百分率.其中耕地面积为等差数列，总人口数为等比数列模型，问题用不等式模型求解.本题两种解法，虽都是建立不等式模型，但建立时所用的意义不同，这要求灵活掌握，还要求对指数函数、不等式、增长率、二项式定理应用于近似计算等知识熟练.此种解法可以解决有关统筹安排、最佳决策、最优化等问题.此种题型属于不等式模型，也可以把它作为数列模型，相比之下，主要求解过程是建立不等式模型后解出不等式.[image: image80.png]
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在解答应用问题时，我们强调“评价”这一步不可少！它是解题者的自我调节，比如本题求解过程中若令1.01[image: image81.wmf]10

≈1，算得结果为x≤98公顷，自然会问：耕地减少这么多，符合国家保持耕地的政策吗？于是进行调控，检查发现是错在1.01[image: image82.wmf]10

的近似计算上.[image: image83.png]
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例2．（1991年上海高考题）已知某市1990年底人口为100万，人均住房面积为5m[image: image85.wmf]2

，如果该市每年人口平均增长率为2％，每年平均新建住房面积为10万m[image: image86.wmf]2

，试求到2000年底该市人均住房面积（精确到0.01）？ [image: image87.png]
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分析：城市每年人口数成等比数列，每年住房总面积成等比数列，分别写出2000年后的人口数、住房总面积，从而计算人均住房面积.[image: image88.png]
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解：1.读题：主要关系：人均住房面积＝[image: image89.wmf]总住房面积

总人口数
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2.建模：2000年底人均住房面积为[image: image91.wmf]100
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3.求解：化简上式＝[image: image93.wmf]6
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∴ 人均住房面积为[image: image102.wmf]6
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≈4.92[image: image103.png]
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4.评价：答案4.92符合城市实际情况，验算正确，所以到2000年底该市人均住房面积为4.92m[image: image104.wmf]2

.[image: image105.png]
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说明：一般地，涉及到利率、产量、降价、繁殖等与增长率有关的实际问题，可通过观察、分析、归纳出数据成等差数列还是等比数列，然后用两个基础数列的知识进行解答.此种题型属于应用问题中的数列模型.[image: image106.png]
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例3．如图，一载着重危病人的火车从O地出发，沿射线OA行驶，其中[image: image107.png]
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[image: image108.wmf],
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在距离O地5a（a为正数）公里北偏东β角的N处住有一位医学专家，其中[image: image109.png]
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sinβ= [image: image110.wmf],
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现有110指挥部紧急征调离O地正东p公里的B处的救护车赶往N处载上医学专家全速追赶乘有重危病人的火车，并在C处相遇，经测算当两车行驶的路线与OB围成的三角形OBC面积S最小时，抢救最及时.[image: image111.png]
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   （1）求S关于p的函数关系；[image: image112.png]
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   （2）当p为何值时，抢救最及时.[image: image113.png]
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解：（1）以O为原点，正北方向为y轴建立直角

坐标系，[image: image114.png]
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则[image: image115.wmf]x
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设N（x0，y0），[image: image117.wmf]0
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5cos4(3,4)

yaaNaa

b

==\

[image: image120.png]


学科网
又B（p，0），∴直线BC的方程为：[image: image121.wmf])
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（2）由（1）得[image: image128.wmf])
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例4．（1997年全国高考题）甲、乙两地相距S千米，汽车从甲地匀速行驶到乙地，速度不得超过c千米／时，已知汽车每小时的运输成本（以元为单位）由可变部分和固定部分组成：可变部分与速度 v（千米／时）的平方成正比，比例系数为b；固定部分为a元.[image: image134.png]
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 ① 把全程运输成本y（元）表示为速度v（千米／时）的函数，并指出函数的定义域；[image: image135.png]
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 ② 为了使全程运输成本最小，汽车应以多大速度行驶？     [image: image136.png]
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分析：几个变量（运输成本、速度、固定部分）有相互的关联，抽象出其中的函数关系，并求函数的最小值.[image: image137.png]
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解：（读题）由主要关系：运输总成本＝每小时运输成本×时间，[image: image138.png]
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（建模）有y＝(a＋bv[image: image139.wmf]2

)[image: image140.wmf]S
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（解题）所以全程运输成本y（元）表示为速度v（千米／时）的函数关系式是：[image: image142.png]
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y＝S([image: image143.wmf]a

v

＋bv)，其中函数的定义域是v∈(0，c] .[image: image144.png]
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整理函数有y＝S([image: image145.wmf]a
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＋bv)＝S(v＋[image: image146.wmf]a
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)，[image: image147.png]
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由函数y＝x＋[image: image148.wmf]k

x

 (k>0)的单调性而得：[image: image149.png]
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当[image: image150.wmf]a

b

<c时，则v＝[image: image151.wmf]a
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时，y取最小值；[image: image152.png]
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当[image: image153.wmf]a

b

≥c时，则v＝c时，y取最小值.[image: image154.png]
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综上所述，为使全程成本y最小，当[image: image155.wmf]a

b

<c时，行驶速度应为v＝[image: image156.wmf]a

b

；当[image: image157.wmf]a
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≥c时，行驶速度应为v＝c.[image: image158.png]
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说明：1.对于实际应用问题，可以通过建立目标函数，然后运用解（证）不等式的方法求出函数的最大值或最小值，其中要特别注意蕴涵的制约关系，如本题中速度v的范围，一旦忽视，将出现解答不完整.此种应用问题既属于函数模型，也可属于不等式模型.[image: image159.png]
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2.二次函数、指数函数以及函数[image: image160.wmf]b

yax

x

=+

（a＞0，b＞0）的性质要熟练掌握.[image: image161.png]
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3.要能熟练地处理分段函数问题.[image: image162.png]
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例5．（2003年普通高等学校招生全国统一考试(理工农医类20)）[image: image163.png]


学科网

    在某海滨城市附近海面有一台风，据监测，当前台风中心位于城市O（如图）的东偏南[image: image164.wmf])
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方向300km的海面P处，并以20km/h的速度向西偏北45°方向移动. 台风侵袭的范围为圆形区域，当前半径为60km，并以10km/h的速度不断增大. 问几小时后该城市开始受到台风的侵袭？[image: image165.png]
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解：如图建立坐标系以O为原点，正东方向为x轴正向.[image: image166.png]
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在时刻：（1）台风中心P（[image: image167.wmf]y

x

,

）的坐标为[image: image168.png]
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[image: image295.png]


此时台风侵袭的区域是[image: image171.wmf],

)]

(

[

)

(

)

(

2

2

t

r

y

y

x

x

£

-

+

-

[image: image172.png]


学科网
其中[image: image173.wmf],
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若在t时刻城市O受到台风[image: image174.png]
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的侵袭，则有[image: image175.png]


学科网


[image: image176.wmf].

)

60

10

(

)

0

(

)

0

(

2

2

2

+

£

-

+

-

t

y

x

[image: image177.png]


学科网
即[image: image178.wmf]2
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答：12小时后该城市开始受到台风的侵袭.[image: image182.png]
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例6．已知甲、乙、丙三种食物的维生素A、B含量

及成本如下表，若用甲、乙、丙三种食物各x千克，y

千克，z千克配成100千克混合食物，并使混合食物内至

少含有56000单位维生素A和63000单位维生素B.[image: image183.png]
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[image: image184.png]
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	甲
	乙
	丙

	维生素A（单位/千克）
	600
	700
	400

	维生素B（单位/千克）
	800
	400
	500

	成本（元/千克）
	11
	9
	4


       （1）用x，y表示混合食物成本c元；[image: image185.png]
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       （2）确定x，y，z的值，使成本最低.[image: image186.png]
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解:（1）依题意得 [image: image187.wmf]100
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（2）由[image: image190.wmf]{

y

x

z

z

y

x

z

y

x

-

-

=

³

+

+

³

+

+

100

,

63000

500

400

800

56000

400

700

600

及

 ， 得[image: image191.png]


学科网
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当且仅当[image: image197.wmf]{
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 ∴当x=50千克，y=20千克，z=30千克时，混合物成本最低为850元.
[image: image296.jpg]Kssu, BBBHISXESR



说明：线性规划是高中数学的新增内容， 涉及此类问题的求解还可利用图解法.

例7．（2003年普通高等学校招生全国统一考试（北京卷文史类19））

    有三个新兴城镇，分别位于A，B，C三点处，且AB=AC=13km，BC=10km.今计划合建一个中心医院，为同时方便三镇，准备建在BC的垂直平分线上的P点处，（建立坐标系如图）

   （Ⅰ）若希望点P到三镇距离的平方和为最小，

 点P应位于何处？

   （Ⅱ）若希望点P到三镇的最远距离为最小，

         点P应位于何处？

分析：本小题主要考查函数，不等式等基本知识，

考查运用数学知识分析问题和解决问题的能力.

    （Ⅰ）解：设P的坐标为（0，[image: image199.wmf]y

），则P至三

镇距离的平方和为
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所以，当[image: image201.wmf]4
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  解法二：P至三镇的最远距离为 [image: image215.wmf]ï
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    函数[image: image220.wmf])
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的图象如图[image: image221.wmf])
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当[image: image222.wmf]*
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取得最小值.答:点P的坐标是[image: image224.wmf]);
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解法三：因为在△ABC中，AB=AC=13，且，[image: image225.wmf](b).
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所以△ABC的外心M在线段AO上，其坐标为[image: image226.wmf])

24

119

,

0

(

，
           且AM=BM=CM. 当P在射线MA上，记P为P1；当P在射线

MA的反向延长线上，记P为P2，

这时P到A、B、C三点的最远距离为

P1C和P2A，且P1C≥MC，P2A≥MA，所以点P与外心M

重合时，P到三镇的最远距离最小.

答:点P的坐标是[image: image227.wmf]);
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例7．（2003年普通高等学校招生全国统一考试（天津卷理工农医类20））

A、B两个代表队进行乒乓球对抗赛，每队三名队员，A队队员是A1，A2，A3，B

队队员是B1，B2，B3，按以往多次比赛的统计，对阵队员之间胜负概率如下：

	对阵队员
	A队队员胜的概率
	A队队员负的概率

	A1对B1
	[image: image228.wmf]3

2


	[image: image229.wmf]3

1



	A2对B2
	[image: image230.wmf]5

2


	[image: image231.wmf]5

3



	A3对B3
	[image: image232.wmf]5

2


	[image: image233.wmf]5

3




现按表中对阵方式出场，每场胜队得1分，负队得0分，设A队、B队最后所得总分分别为ξ、η

   （1）求ξ、η的概率分布；

   （2）求Eξ，Eη.
分析：本小题考查离散型随机变量分布列和数学期望等概念，考查运用概率知识解决实际问题的能力.

解：（1）ξ、η的可能取值分别为3，2，1，0.
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根据题意知ξ+η=3，所以  P(η=0)=P(ξ=3)=[image: image238.wmf]75
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， P(η=1)=P(ξ=2)= [image: image239.wmf]75
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P(η=2)=P(ξ=1)= [image: image240.wmf]5
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，  P(η=3)=P(ξ=0)= [image: image241.wmf]25
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例8．（2004年湖北卷）某突发事件，在不采取任何预防措施的情况下发生的概率为0.3，一

旦发生，将造成400万元的损失. 现有甲、乙两种相互独立的预防措施可供采用. 单独采用甲、乙预防措施所需的费用分别为45万元和30万元，采用相应预防措施后此突发事件不发生的概率为0.9和0.85. 若预防方案允许甲、乙两种预防措施单独采用、联合采用或不采用，请确定预防方案使总费用最少.（总费用=采取预防措施的费用+发生突发事件损失的期望值.）

解：①不采取预防措施时，总费用即损失期望为400×0.3=120（万元）；


②若单独采取措施甲，则预防措施费用为45万元，发生突发事件的概率为

1－0.9=0.1，损失期望值为400×0.1=40（万元），所以总费用为45+40=85（万元）

③若单独采取预防措施乙，则预防措施费用为30万元，发生突发事件的概率为1－0.85=0.15，

损失期望值为400×0.15=60（万元），所以总费用为30+60=90（万元）；

④若联合采取甲、乙两种预防措施，则预防措施费用为45+30=75（万元），发生突发事件的概

率为（1－0.9）（1－0.85）=0.015，损失期望值为400×0.015=6（万元），所以总费用为75+6=81（万元）.
综合①、②、③、④，比较其总费用可知，应选择联合采取甲、乙两种预防措施，可使总费

用最少.
例9．某城市2001年末汽车保有量为30万辆，预计此后每年报废上一年末汽车保有量的6%，并且每年新增汽车数量相同.为保护城市环境，要求该城市汽车保有量不超过60万辆，那么每年新增汽车数量不应超过多少辆?
解：设2001年末汽车保有量为[image: image244.wmf]1
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万辆，以后各年末汽车保有量依次为[image: image245.wmf]2
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    说明：本题是2002年全国高考题，上面的解法不同于参考答案，其关键是化归为含参数的不等式恒成立问题，其分离变量后又转化为函数的最值问题.
例10．（2004年重庆卷）某工厂生产某种产品，已知该产品的月生产量[image: image284.wmf]x
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解：每月生产x吨时的利润为
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  答：每月生产200吨产品时利润达到最大，最大利润为315万元.
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