一、选择题下列每小题给出的四个选项中．只有一项符合题目要求．

1．设f(x)=[image: image1.jpg]


则f{f[f(x)]}等于______．

A．0 B．1

[image: image2.jpg]



2．设函数f(x)=[image: image3.jpg]lim T+ [2]*,




则f(x)在(-∞，+∞)内______．

A．处处可导 B．恰有一个不可导点

C．恰有两个不可导点 D．至少有三个不可导点

3．设[image: image4.jpg]


则______．

A．l1＞l2＞1 B．1＞l1＞l2 C．l2＞l1＞1 D．1＞l2＞l1
4．设an=[image: image5.jpg]o 14 2"d,




则极限[image: image6.jpg]limna,



等于______．

[image: image7.jpg]A Q4ef+1 B (1+eh)?
C. A+ehHT 41 D (l+e7 —1




5．设A为n阶非零矩阵，E为n阶单位矩阵．若A3=0，则______．

A．E-A不可逆，E+A也不可逆 B．E-A不可逆，E+A可逆

C．E-A可逆，E+A也可逆 D．E-A可逆，E+A不可逆

6．设区域D={(x，y)|x2+y2≤4，x≥0，y≥0}，f(x)为D上的正值连续函数，a，b为常数，则[image: image8.jpg]H"u VI +0 4
JT@ + /T




______．

A．abπ

[image: image9.jpg]



C．(a+b)π

[image: image10.jpg]



7．微分方程y"+y=x2+1+sinx的特解形式可设为______．

A．y*=ax2+bx+x+x(Asinx+Bcosx)

B．y*=x(ax2+bx+x+Asinx+Bcosx)

C．y*=ax2+bx+c+Asinx

D．y*=ax2+bx+c+Acosx

8．函数y=C1ex+C2e-2x+xex满足的一个微分方程是______．

A．y"-y'-2y=3xex B．y"-y'-2y=3ex
C．y"+y'-2y=3xex D．y"+y'-2y=3ex
二、填空题
9．

[image: image11.jpg]limz | sin In(1 £)—sin m(w%)}f



______．

10．设[image: image12.jpg][x=f@)—m




其中f可导，且f'(0)≠0，则[image: image13.jpg]


______．

11．

[image: image14.jpg]


______．

12．设f(u，v)是二元可微函数，z=[image: image15.jpg]


则[image: image16.jpg]L L,

35 0y



______．

13．微分方程ydx+(x2-4x)dy=0的通解为______．

14．微分方程y"+y=-2x的通解为______．

三、解答题
15．求极限[image: image17.jpg]



16．设y=sin[f(x2)]，其中f具有二阶导数，求[image: image18.jpg]da?




17．设函数y=y(x)由方程2y3-2y2+2xy-x2=1所确定，试求y=y(x)的驻点，并判别它是否为极值点．

18．证明：当x＞0时，有不等式arctanx+[image: image19.jpg]



19．设f(x)=[image: image20.jpg]


其中x＞0，求f(x)+[image: image21.jpg]



20．已知矩阵[image: image22.jpg]


，且矩阵X满足AXA+BXB=AXB+BXA+E，其中E是3阶单位阵，求X．

21．已知3阶矩阵A的第一行是(a，b，c)．a，b，c不全为零．矩阵B=[image: image23.jpg]


(k为常数)，且AB=0，求线性方程组Ax=0的通解。

22．设3阶对称矩阵A的特征值λ1=1，λ2=2，λ3=-2，又α1=(1，-1，1)T是A的属于λ1的一个特征向量．记B=A5-4A3+E，其中E为3阶单位矩阵．

(1) 验证α1是矩阵B的特征向量，并求B的全部特征值与特征向量；

(2) 求矩阵B．

23．从船上向海中沉放某种探测仪器．按探测要求，需要定仪器的下沉深度y(从海平面算起)与下沉速度v之间的函数关系．设仪器在重力的作用下，从海平面由静止开始铅直下沉，在下沉过程中还受到阻力和浮力的作用．设仪器的质量为m，体积为B，海水比重为ρ，仪器所受的阻力与下沉速度成正比，比例系数为k(k＞0)．试建立y与v所满足的微分方程，并求出函数关系式y=y(v)．

参考答案与解析
一、选择题
1．[考点提示] 分段函数复合．

[解题分析] 由题设，[image: image24.jpg](1o |z,

fia) :{




则

[image: image25.jpg]



由于f(x)只能取0，1两个值，即|f(x)≤1，x∈(-∞，+∞)，所以

f[f(x)]=1，x∈(-∞，∞)，

因而 f{f[f(x)]}=f(1)=1．

选B．

2．[考点提示] 不可导点的求法．

[解题分析] 此题可先求f(x)的表达式，再结合f(x)的函数图形求得．

[image: image26.jpg]L




因为
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所以

[image: image28.jpg]f(‘r)i{ 1, lr|<1,

z[* |z|>1.




根据y=f(x)的表达式以及其函数图形(见图示)，可以得知f(x)在x=±1处不可导(图形是尖点)．所以选C．

3．[考点提示] 定积分的性质．

[解题分析] 由题设，当0＜x＜[image: image29.jpg]k]



时，[image: image30.jpg]x tanr
<1<
tanz X




，因此

[image: image31.jpg]l~d1(J z

o tanz’





即l2＜[image: image32.jpg]


＜l1．因此可排除C和D．

令f(x)=[image: image33.jpg]lanx



，则f'(x)=[image: image34.jpg]



又令g(x)=x-[image: image35.jpg]00| —



sin2x，则g'(x)=1-cos2x，显然当0＜x＜[image: image36.jpg]Lt



时，g'(x)＞0，因此g(x)严格单调递增，即g(x)＞g(0)=0，从而f'(x)＞0，即f(x)在(0，[image: image37.jpg]Lt



)上严格单调递增．所以

[image: image38.jpg]s < g




因此

[image: image39.jpg]



即l1＜1．综上有l2＜l1＜1，所以选B．

4．[考点提示] 定积分、数列极限．

[解题分析] 由题设，

[image: image40.jpg]



所以

[image: image41.jpg]wo= [ () T -t




由于

[image: image42.jpg]



所以

[image: image43.jpg]o [—




选B．

5．[考点提示] 矩阵的可逆性．

[解题分析] 由A3=0，可得E-A3=(E-A)(E+A+A2)=E和E+A3=(E+A)(E-A+A2)=E．显然|E-A|≠0，E+A≠0，所以E-A和E+A均可逆．故应选C．

6．[考点提示] 二重积分．

[解题分析] 由题意可知，D关于直线y=x对称，于是
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从而
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可得I=[image: image46.jpg]a+b
F




所以选D．

7．[考点提示] 二阶线性常系数非齐次方程的特解．

[解题分析] 由题设，原方程相应齐次方程的特征方程为

λ2+1=0，

则特征值为λ=±i．又原方程非齐次项有两部分：x2+1和sinx，与x2+1对应的特解形式为ax2+bx+x，而与sinx对应的特解形式(其特征值为±i)为x(Asinx+Bcosx)，所以原方程特解形式为

y*=ax2+bx+c+x(Asinx+Bcosx)．

选A．

8．[考点提示] 二阶常系数线性非齐次微分方程求解．

[解题分析] 依题意，y=C1ex+C2e-2x+xex是某二阶常系数线性非齐次微分方程的通解．相应的齐次方程的特征根是λ1=1，λ2=-2，特征方程应是

(λ-1)(λ+2)=0，

所以相应的齐次方程为

y"+y'-2y=0．

在D中，方程y"+y'-2y=3ex有形如y*=Axex的特解(eax中a=1是单特征根)．通过验证知，y*=xex是y"+y'-2y=3ex的特解．所以选D．

二、填空题
9．[考点提示] 本题为“∞·0”型未定式，可转化为[image: image47.jpg]


型，再用洛必达法则求解．

[解题分析]

[image: image48.jpg]hm{sm (142 )~ sin (144 )]7» I 40





[image: image49.jpg]cos In(1+3r) « i 21*@05 ln(1+1)« e,
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[评注1] 对于x→∞的情形，可以先作变换[image: image50.jpg]M=



=t再计算，这样往往要简单得多．

[评注2] 对于“∞·0”型未定式，也可考虑将无穷小量部分用等价代换，一般地，若

a～a'，则limf(a)=limf(a')．

因此，本题也可如下进行计算：

[image: image51.jpg]1,
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10．[考点提示] 含有参数的方程求导数．

[解题分析] 由于[image: image52.jpg]/(" — 1)
7@




于是[image: image53.jpg]dy
dr |y




11．[考点提示] 不定积分．

[解题分析] 由题设，

[image: image54.jpg]



或者，原式=[image: image55.jpg]&
——— ~dx = aresin

JI=(z—27





12．[考点提示] 隐函数的求导．

[解题分析] 已知z=[image: image56.jpg]


则[image: image57.jpg]2z _
Pz

o





于是

[image: image58.jpg]dz 9=
Taz Yoy





13．[考点提示] 微分方程求通解．

[解题分析] ydx+(x2-4x)dy=0．利用分离变量法，

[image: image59.jpg]



故

[image: image60.jpg]



14．[考点提示] 微分方程的通解．

[解题分析] 方程y"+y=-2x对应的齐次方程的特征方程为λ2+1=0，特征根为λ1,2±i，故对应的齐次方程通解为C1cosx+C2sinx因为a=0不是特征根，因此原方程的特解可设为

y*=Ax+B，代入原方程，得A=-2，B=0．

所以原方程的通解为y=C1cosx+C2sinx-2x．

三、解答题
15．[考点提示] 极限．

[解题分析]

[image: image61.jpg]Jik = lim -





或者，

[image: image62.jpg]JHR= lim —
T





[image: image63.jpg]



16．[考点提示] 复合函数的二阶导数．

[解题分析][image: image64.jpg]


=cos[f(x2)]f'(x2)·2x=2xf'(x2)cos[f(x2)]，=2f'(x2)cos[f(x2)]+4x2f"(x2)cos[f(x2)]-4x2[f'(x2)]2sin[f(x2)]．

17．[考点提示] 本题是隐函数求极值问题．按隐函数求导法，得y(x)的驻点，并求二阶导数进行判断．

[解题分析] 原方程两边对x求导，

得 3y2y'-2yy'+xy'+y-x=0． ①

令y'=0，得y=x，代入原方程，

有 2x3-x2-1=0．

从而解得唯一的驻点x=1．在①式两边再对x求导，

得 (3y2-2y+x)y"+2(3y-1)y'2+2y'-1=0，

因此y"|(1,1)=[image: image65.jpg]


＞0．故驻点x=1是y=y(x)的极小值点．

18．[考点提示] 利用单调性证明不等式．

[解题分析] 设f(x)=arctanx+[image: image66.jpg]e

coln



(x＞0)，

于是有

[image: image67.jpg]o= 1—7—l?<o<f>o>,
e e




所以f(x)在(0，+∞)上单调减少．

又[image: image68.jpg]


=0，所以当x＞0时，

[image: image69.jpg]Flay =rarctanz 4
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即

[image: image70.jpg]1\1
z

arctanz 4




[评注] 利用单调性证明不等式是一种非常重要的方法，其他证明不等式的方法有中值定理、极值和最值，以及凹凸性等．

19．[考点提示] 为了便于合并，可对[image: image71.jpg]


先作倒代换t=[image: image72.jpg]2 =



．也可先求[image: image73.jpg]s+ £



的导数，再积分．

[解题分析]

[详解1] 令t=[image: image74.jpg]< |



，则dt=-[image: image75.jpg]


当t=1时，y=1，当t=[image: image76.jpg]


时，y=x，于是

[image: image77.jpg]



[image: image78.jpg] Inz
= aEn





因此

[image: image79.jpg]flo f(é>: [‘ llitzd”"j: 1(1131”& - .ﬂl"’[l j»r, 1 JJEB}“
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[详解2] 令F(x)=f(x)+[image: image80.jpg]


，则

[image: image81.jpg]Fo=rwr ()3





所以

[image: image82.jpg][ Inz l

F(x) = —d lnzd(lru‘) = =In*z+C.

o




又由题设知F(1)=0，得C=0，从而

[image: image83.jpg]1
j<f>+f(]7)7 Stz




[评注] 本题综合考查了换元积分法、分部积分法、变限积分求导公式以及复合函数的求导方法．

20．[考点提示] 矩阵方程．

[解题分析] 由题设AXA+BXB=AXB+BXA+E，知，

[image: image84.jpg]1
X=(A—B) "' - (A—B)'=|0
0




AX(A-B)=BX(A-B)+E，

即 (AX-BX)(A-B)=E，

从而 (A-B)X(A-B)=E． ①

又由已知[image: image85.jpg]00 01 1
1 o|EB=|1 01
¥ 11 0}



不难求得A-B=[image: image86.jpg]


则|A-B|=1，所以A-B可逆，且

[image: image87.jpg]



则由①式，

[image: image88.jpg]X=(A—B)

le(A-B)'=




21．[考点提示] 求线性方程组的通解．

[解题分析] 根据题意，由AB=0，得r(A)+r(B)≤3，又A≠0，B≠0，所以1≤r(A)≤2，1≤r(B)≤2．

(1) 若r(A)=2，有r(B)=1，则k=9．

方程组Ax=0的通解是t(1，2，3)T，其中t为任意常数．

(2) 若r(A)=1，则Ax=0的同解方程组是ax1+bx2+cx3=0且满足[image: image89.jpg](a+2b+3c=0,
1ck—9)e





若c≠0，方程组的通解是t1(c，0，-a)T+t2(0，c，-b])T，其中t1，t2为任意常数．

若c=0，方程组的通解是t1(1，2，0)T+t2(0，0，1)T，其中t1，t2为任意常数．

22．[考点提示] 矩阵的特征向量与特征值．

[解题分析] (1) 容易验证Anα1=[image: image90.jpg]


(n=1，2，…)，于是

[image: image91.jpg]Ba, = (A" —4A +E)a, = Qi —41 + Day = —2a:.




于是-2是矩阵B的特征值，k1α1是B属于特征值-2的全部特征向量(k1∈R，非零)．同理可求得矩阵B的另外两个特征值1和1．

因A为实对称矩阵，则B也为实对称矩阵，于是矩阵B属于不同特征值的特征向量是正交的．设B的属于1的特征向量为(x1，x2，x3)T，则有方程

x1-x2+x3=0．

于是求得B的属于1的全部特征向量为β=k2α2+k3α3，其中α2=(-1，0，1)Tα3=(1，1，0)T，k2，k3∈R，不全为零．

(2) 令矩阵P=(α1，α2，α3)=[image: image92.jpg]


．则P-1BP=diag(-2，1，1)，于是

[image: image93.jpg]B=P - diag(—2.1.1)P '=





[image: image94.jpg]



23．[考点提示] 微分方程应用．

[解题分析] 由题设，建立坐标系，取沉放点为坐标原点O，y轴竖直向下为正．由已知仪器重力为mg，浮力为-Bρ，阻力为-kv=-k[image: image95.jpg]de’



根据牛顿第二定律，

[image: image96.jpg]e




[image: image97.jpg]S0




代入①式，得[image: image98.jpg]mu §°=mg — Bo— k.
FF



此为可分离变量的微分方程，分离变量得[image: image99.jpg]PN S
3 ey gl



两边积分得

[image: image100.jpg]_m mng—Bp),
& 7

v nCmg— Bo—kw) +C.




由初始条件v|y=0=0，可求出

[image: image101.jpg]=248 B0) 1 ng— B,





所以
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